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1 . On peut déterminer la position d'un point sur une surface réglée par 
deux coordonnées r et 5 dont la première représente le segment de généra- 
trice compris entre le point considéré et le point central, la seconde étant 
Tare de la ligne de striction compté à partir d'une origine arbitraire et li- 
mité à ce point central. L'équation différentieUe des lignes asymptotiques 
peut s'obtenir facilement en écrivant que les plans osculateurs de ces lignes 
sont tangents à la surface. Si Ton appelle l'angle que la génératrice en un 
point fait avec la ligne de striction, K le paramètre correspondant, û la 
courbure de la section normale tangente à la ligne de striction (ces trois 
quantités étant des fonctions de l'arc s)j l'équation des asymptotiques est 

(I) 2Ksinô^4-K»(fî — Ksin0cos0)r«4-sinO^/-4-fî = o. 

as 'as 

Le coefficient de r^ est nul pour les surfaces à plan directeur. 

On déduit de cette équation que, pour les surfaces à plan directeur, on 
a, en appelant ret r' deux solutions, 

K(r— /•')*i=const. 

Si K est constant, les segments déterminés par deux lignes asymptotiques 
sur les génératrices sont égaux (M. Paul Serret). 

Les lignes asymptotiques des surfaces à plan directeur et à paramètre de 
distribution constant, que j'appellerai, pour abréger, sur/aces (S), ont une 
relation simple avec les trajectoires orthogonales des génératrices. En effet, 
pour ces surfaces, si l'on remarque que, dans ce cas, 

î2 = Ksinecose, 

II. — Fac. de T. A. I 
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réquation (i) se réduit à 
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dr ^ 

2-7- -+- COS0 = O, 
as 



tandis que Téquation des trajectoires orthogonales se trouve être 

-y -+-COS0 = O. 

as 

l^onc, dans ces surfaces, les asympto tiques sont les lieux des milieux des 
segments compris entrée la ligne de striction et les trajectoires orthogo- 
nales. 

2. Cherchons Tcquation générale des surfaces (S). Une surface à plan 
directeur peut se représenter par les équations 

vcosa — .r sinaz=i F(«), «=19(3); 
son paramètre de distribution est donné par 

az 

D'autre part, si Ton appelle a l'arc de la projection de la ligne de strie- 
lion sur le plan directeur et p le rayon de courbure de cette projection, on a 

dd 

et, par suite, en appelant l'angle de la génératrice avec la ligne de stric- 
tion, ou de la ligne de striction avec le plan directeur, 

Kp = cot9. 

Ce qui précède montre que l'équation générale des surfaces (S) est 
(i) /cosKa — J7sin R5 z= F(c), 

et que, en outre, une surface (S) est complètement déterminée si l'on donne 
la projection de sa ligne de striction sur le plan directeur. En particulier, 
si la projection est un cercle, la ligne de striction est une hélice, et récipro- 
quement; l'équation de la surface peut alors s'écrire 

y cos Kz — X sin K s =: a, 

le signe de K donnant le sens de l'enroulement de l'héhce. 
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En général, si l'équation tangenticlle de la projection de la ligne de stric- 
tion est 

(2) /(W, r, (V)=:0, 

l'équation de la surface (S) correspondante est 

/{s'inKzy — cosK^, jcosK^ — arsinK-s) = 0. 

Klle s'obtient en identifiant l'équation (r) avec 

ux -h i-y 4- *«' = o 

et en éliminant //, r, vv, F(:?) entre les équations de condition et les équa- 
tions (i) et (2). 

3. Le théorème donné précédemment sur les lignes asymptotiques permet 
d'obtenir l'équation de ces lignes en coordonnées cartésiennes, car leur 
équation peut s'écrire, en remarquant que rf^cosO = rfa, 

d'autre part, on trouve facilement 

Et si l'on écrit l'équation d'une surface (S) en mettant en évidence la ligne 
de striction 

j — F(5)cosK54- ^F(5)sinK5 ^-hF(;;) sinK:;-h ^F(s) cosKc 

sin^ eus -3 

la valeur commune de ces fractions étant la distance du point {oc^y^ z) au 
point central correspondant, pour avoir les équations des asymptotiques, 
il suffit d'égaler ces fractions à 

ce qui donne l'équation générale des asymptotiques 

>• — F(-3)cosKxï rH-F(5)sinK5 i /•_, , , . , i ^,, , 
\-^ = ^ ^—^ = - / ¥{z)Kdz =r F(c)-+-const. 
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En particulier, il existe des surfaces (S) dont une ligne asymptotique du 
second système est rectiligne; si les équations de cette droite sont 

a:=:o, y=zmZy 

la surface correspondante est 

y cosK^ — or sinKs = mz cosK^. 

La ligne de striction de cette surface, qui est donnée par les équations 

m ,-^ / sinK^cosK>3\ 
07 = — i^cos'K^, y^miz ^ j, 

a pour projection sur le plan directeur une cycloïdc. Le cercle qui donne 
cette cycloïde a pour rayon -^ et roule sur la droite x = — T7* L*'^ tangente 
aux sommets est donc la projection de la directrice rectiligne. 

4 . Parmi les surfaces ( S),^il y en a qui admettent pour trajectoire oblique 
(les génératrices une des lignes asymptotiques. Je vais déterminer ces sur- 
faces. Si Ton pose 

les coefficients directeurs de la tangente ti une asymptotique peuvent 
s'écrire, en faisant, pour abréger, K = i , 

^=—[9(5) sin5 H- 9'(w)cos5], 

dy 

^=— [?'(-)cos5— 9(3) s\nz] 

si Ton fait rentrer dans la fonction ^(z) la constante correspondant à la 
ligne asymptotique considérée. On en déduit, en appelant m la cotangente 
de l'angle de cette courbe avec les génératrices, 

m=: — ^ijL= = -^log[9(5) H-v^9«(;5)^T]; 

on tire de là 

29(5) = e"*- — e 



—mz 



et, par suite, en intégrant Téquation qui lie F et ç, 



/n- 4-1 ^ ' 
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On peut supposer A et B nuls, à condition de choisir convenablement l'ori- 
gine des coordonnées, de sorte que l'équation des surfaces cherchées peut 



s'écrire 



Les équations des asympto tiques sont alors 

y cos 5 (e'"--f- «-'»*) 



SHl^ 

m 






2(i-t-m') ' 



C0S5 



pour la ligne asymptotique trajectoire C = o. 

J'ai supposé /w^o; pour m = o on aurait les hélicoïdes minima sur 
lesquels toutes les asympto tiques sont trajectoires orthogonales des 
génératrices. 



5. Les surfaces dont la ligne de striction est ligne asymptotique présen- 
tent quelques analogies avec les surfaces à plan directeur. Ces analogies pro- 
viennent de ce fait que, pour ces dernières, la ligne - = o est ligne asym- 
ptotique, tandis que, pour les premières, la ligne r = o est ligne asympto- 
tique. 

L'équation des lignes asymptotiques de ces surfaces peut s'écrire 



^r ■ \ ■ H h-^ -+-Kcos9 = 



^'^ K ^ ' /• ds 



tandis que, pour les surfaces à plan directeur, on a 

,. dr dK ., ^ 

aK-7- H- 7-5 — h K cos0 = o. 
ds ds 

L'équation (i) peut s'intégrer facilement : on trouve 



2 /* - 

— — : -H / XK* rf5 = const.; 
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d'où l'on déduit, /• et r' étant deux solutions, 



kir r'\ 



consl. 



Lorsque K est constant, K^ sort du signe de quadrature; or, si Ton pose 
r = r' est une solution de l'équation des trajectoires orthogonales, et 

2 

/• z 



K»/' 



est une solution de l'équation des asymptotiques. Pour les surfaces (S), la 
relation entre les deux sortes de courbes s'exprimait par 



2 



Si la ligne de striction est une courbe, le paramètre de distribution est égal 
à la torsion de cette courbe, de sorte que, si le paramètre est constant, la 
ligne de striction est une courbe à torsion constante. 

Si la ligne de striction est une droite, est constant, et cosô sort du signe 
d'intégration. Si l'on prend la ligne de striction pour axe des r, les équa- 
tions d'une génératrice peuvent s'écrire 

coscpsind sin<pcos0 cosO^ 

étant constant, et 2^ étant une fonction de ç. 

On a alors pour équation générale des surfaces aligne de striction recti- 
ligne 

Z = colô V^XM=T^ 4- f(^) ; 
on trouve facilement pour expression du paramètre de distribution 

le signe à prendre dépendant du sens dans lequel tourne la droite en s'élc- 
vant. Si K = const. , on a, en prenant le signe h- , par exemple, et en choisis- 
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sanl pour plan des ZOX celui qui contient la génératrice passant par Tori- 

fj^ine, 

I Y 

Z = cet v/X»HhY» H- g arc tang ^ 

ou, en coordonnées semi-polaires, 

Z=:pcot0-f- ^- 

L'équation des lignes asymptotiques en coordonnées /• et s est alors 

•> 

- H- K' cos^5= const., 

ce qui donne, en remarquant que rsinO = p et (|ue s est la coordonnée du 
pied de la génératrice, 

- -hKcot0(9 — 9o) = o» 

équation de la projection d'une asymptotique sur le plan Z = o. 

On obtient ainsi des sortes de spirales tournant autour du pôle. Le pôle 
est un point asymptote, et les courbes ont des asymptotes tangentes au 

cercle dont le centre est à l'origine, et le rayon "^ • 
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INTRODUCTION. 

La première Partie de ce travail est consacrée à Tétude d'une fonction 
dans le voisinage d'une ligne singulière ou coupure. La notion de coupure 
se présente dans la discussion de l'intégrale de Cauchy; elle peut même 
s'introduire, ainsi que l'a montré M. Hermite, à l'aide d'intégrales définies 
où la variable d'intégration est réelle. La série de Taylor, convergente 
dans un certain cercle, offre aussi un exemple simple de coupure, et 
MM. Weierstrass, Tannery, Appell ont formé de nombreuses séries qui 
représentent deux fonctions distinctes dans deux aires différentes du plan. 
Nous énumérons, dans un premier Chapitre, les singularités diverses que 
peuvent présenter les symboles (et particulièrement les séries) qui définis- 
sent, dans un certain espace, une fonction analytique de z. Ceci nous con- 
duit à quelques théorèmes sur les séries, dont le plus important est le sui- 
vant : Quand une série F — 21V^(x,y) converge uniformément sur le 
contour ^ d'une aire fermée S, à l'intér.ieur de laquelle les fonctions V„(ar,y) 
sont régulières et satisfont à l'équation AV„=;o: i** la série ¥ converge 
uniformément dans S ; 2® les séries^ formées par les dérivées de ses 
termesy convergent uniformément dans toute aire S' intérieure à ^ et 
sans point commun avec 5, et elles représentent les dérivées correspon- 
dantes de F. 

Soit une fonction F(w) définie d'un côté d'une ligne L et présentant 
cette ligne comme coupure : il peut exister une seconde fonction F|(:?) qui 

II. — Fac. de T, B. I 
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roinr'iàf: av^c l;i pr^Mi'irtfr dan«* le voL^înage de L el la prolonge au delà sans 
fli*^:ouiîuu\Ur. \ji coupure e>l alor* artificielle , elle esl essenlielle au cas 
r-onlraire : le cercle de convergence de la série de Maclaurîn F(':;). qui 

dé^elopfie la fonction ^* e>l une coupure artificielle de F(\j); la série 

F< j I qui repr/f^*nte dan» le cercle fondamental C une fonction fuchsicnne, 
holoniorphe et définie seulement dans ce cercle, admet au contraire (^ 
comme coiJ(>ure ej!i?i^*nlielle. Nous donnons d'abord une forme de la condi- 
tion nécessaire el suffisante jx^ur qu'une coupure soit artificielle, qui s'a|>- 
plique â une coupure quelconque. De cette condition, on déduit plusieurs 
théorèmes, concernant N-s fonctions définies par une relation implicite ou 
par une équation différentielle du premier ordre : ces derniei*s sont utiles 
dans l'étude des inté}^ral<'s uniformes d'une équation différentielle, ainsi que 
je le monln* dans plusieurs a[)plicationSy et notamment en recherchant 

toulen IcH é quai ions de la forme -r -= /(z^ u ) \oùf(Zy u ) est uniforme\y 

dont VintégraU'. gémtrale peut être uniforme. 

Dans le ras où la coupure est une ligne analyti(|ue, la condition pré- 
cédente pn?nd une forme plus simple, indiquée dès Tannée 1870 par 
M. Schwarzi"*^, et qui pcrniet de discuter plusieurs classes de coupures. 
Des exemples des principales siuf^ularités d'une fonction dans le voisinage 
d'une coupure ess<.*ntielle terminent cette première Partie. 

Dans la secontle, nous étendons aux Amctions uniformes les plus géné- 
rales les formes de découqiosition en sommes el en produits, données dans 
la théorie des fondions à points singuliers. En i88r, avant le théorème de 
M. Mittag-I^effliîr, M. IMcard indicpiait, dans le cas d'une coupure circu- 
laire, une foruHî (h; développement en produit, applicable à une coupure 
queleoncpie, et, [)eu de tem[)s après, décomposait une fonction F(:?), ayant 
pour cou[)ures des s(*gni(mts de droites, en une somme de n fonctions 
n'ayant (pi^une cou|)ure, puis dévehippait ces fonctions en séries (^). Après 
la découvert! du théorème de M. Mittag-l^efller, M. (Joursat (') a étendu ce 
théorème aux fonctions uniformes présentant des singuLirités quelconques. 
I^nlin, M. Miltag-Lcîffler (*^ a consacré lui-même un Mémoire à Tétudc de 



(') Mnnatihcrirhte der Jcadernie zu tiertin, octobre 1870. 

(*) Comptes rendu» des séances de V Académie des ScienceSj 21 mars 1881, 22 mai 1882. 

(») Id., af) février i883. 

(*) Acta mathematicay l. IV; 1884. 
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CCS propositions. Nous donnons, avec une démonstration un peu différent' 
de ces théorèmes, plusieurs modes de développements en séries des fonc- 
tions présentant dans le plan une seule coupure, auxquelles on se trouv*» ra- 
mené. Un premier développemenl, analogue à la série de Taylor, repose 
sur la représentation conforme ; les autres généralisent les développements, 
indi([ués par M. Appell dans le cas d'une fonction holomorphe à Tintérieur 
d'un contour d'arcs de cercles. Ils découlent de ce théorème que toute fonc- 
tion holomorphe dans une aire convexe peut se d(Welopper dans cette aire 
en série de polynômes. 

Les notions de résidu^ d'ordrey de reste (définis soit comme intégrales, 
soit comme coefficients) se généralisent dès lors facilement avec les propo- 
sitions qui s'y rattachent. En particulier, le théorème des résidus et les 
théorèmes de Liouville subsistent pour les fonctions doublement pério- 
diques u singularités quelconques. 

Knfin, plusieurs des résultats énoncés ont été étendus aux fonctions V 
de deux ou trois variables qui satisfont a l'équation AV .= o. 
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PREMIÈRE PARTIE. 



ÉTUDE DUNE FONCTION DANS LE VOISINAGE D'UNE COUPURE. 
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CHAPITRE I. 



1. Avant d'aborder Tétudc d'une fonction dans le voisinage d'une cou- 
pure, il convient d'cnumérer brièvement les singularités que peuvent offrir 
les symboles qui représentent, dans une partie du plan, une fonction uni- 
forme de la variable z = x -h iy. 

Soit une expression de la forme P(a;,y) ■+- iQ(Xjy)j les fonctions P etQ 
étant uniformes dans tout l'espace du plan xOy où elles sont définies. Nous 
supposons de plus qu'en chaque point d'une certaine aire S, P -h /Q admette 
une dérivée par rapport à z et, par suite, qu'elle représente dans S une 
fonction holomorplie de z. 

(Considérons dans le plan une aire fermée quelconque ex: P -f- «Q sera 
dans (T fonction holomorplie de z, sauf peut-être en certains points. (Ces 
points pourront être en nombre infini (comprendre par exemple tous les 
points de ex) et affecter des distributions diverses. 

En premier lieu, si tous les points singuliers peuvent être enfermés à l'in- 
térieur de cercles n'ayant pas de points communs et de rayon aussi petit 
(|u'on veut, nous dirons que l'ensemble de ces points 1'] est ponctuel. Los 
points forment alors des suites ayant pour limites d'autres points, formant 
eux-mêmes des suitiîs analogues. Iai classification de ces ensembles a été 
faite par M. (Cantor. 

En second lieu, si tous les |)oirilH ne satisfont pas à la condition précé- 
dente, mais peuv(;nl être enfermés a rintéri<Mir de contours tels que l'aire 
toUile enclose soit aussi petiUî qu'on veut, nous dirons que l'ensemble E est 
linéaire, l^es points forment alors ries Muit/*H ou drfi( enH^;mhles |)onctuels, 
ayant pour limiUrs des li^çneu : autrement dit, il exi^t^; den li^çries t<;lles (jue, 
si l'on décrit un cercl<; (Vutt qiieli'^iiiqiii; de leiir^ [loiiit^ comme centre, ce 
cercle renferme un nombre infini de poinN K, ni [>etit que soit s^n rayon. 
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Par exemple, reiisemhle E sera composé de points inliniment voisins (ou 
même de tous les points) de plusieurs lignes. Ces lîg:nes peuvent être elles- 
mêmes en nombre infini et former des suites ayant pour limiles des lignes 
ou des points. A ces ensembles de lignes, s'étend immédiatement la classi- 
lication de M. Cantor sur les ensembles de points : le mot ligne remplace 
partout le mot point, une ligne pouvant parfois se réduire à un point. 

En dernier lieu, il est possible que les points E soient distribués dans des 
aires finies tr', ct", ..., c'est-à-dire qu'une portion de ces aires, si petite 
qu'elle soit, en renferme un nombre infini (IVnsemble K comprendra par 
exemple tous les points d'un certain espace). L'ensemble sera dit alors su- 
perficiel. Les aires ï', ct", . . . peuvent être en nombre infini et former des 
suites ayant pour limites des points ou des lignes. 

Telles sont les dispositions possibles dans tr des points singuliers de l'ex- 
pi-ession P(.e, y) ■+- j'Q(j;,y). En chacun de ces points, une au moins dos 
fonctions P, Q est soit discontinue, soit indéterminée, ou n'admet pas à la 
fois de dérivée partielle par rapport à x et ^, ou bien enfin ces dérivées 
partielles ne vérifient pas les deux égalités 



dP _ jy 



•JP 
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Supposons tout d'abord que les points E ne forment pas danis ct un en- 
semble superficiel. Si, dans ce cas, la fonction P + i'Q est continue dans tr, 
il sera démontré plus lard en toute rigueur qu'elle est nécessairemcnl bolo- 
inorphc dans le même espace. Les points E sont donc des points de discon- 
tinuité de P -f- (Q. Un premier genre de singularité qu'il convient de distin- 
guer est le suivant : soit 3, un point Isolé de l'ensemble E, tel que, z tendant 
vers -, d'une façon quelconque, P -\- t Q tende vers une certaine valeur « ; 
pour 3 = 3j, P -)- l'Q est discontinue ou indéterminée. Appelons /(s) la 
fonction de s, qui coïncide avec P + / Q en dehors de z^ et prend pour 3, 
la valeur a. Cette fonction est holomorphe au point z^. LJne telle discon- 
tinuité est purement apparente. Un exemple très simple en est fourni par 
l'expression 



-'«^It 



/( = )siM(j^ 



-.v'I 



_ /(;)sin3(.r'^.'l /ClsinâÇ.i- 



011/(3) esl Iioloniorplic et difiorent de zéro ù rorlgiilc : i* -f iQ=/(=), 
ijiiol que soîl :, sauf pour le point s = o où P -f- l'Q est nulle. Nous suppo- 



îwrron» déîtonnai» quVn pareil cas on remplace P ■+- iQ par/Vz), et ainsi 
[K>ijr toij.s les [loinLs analogues : ces points peuvent former des suites ayant 

jKjur limit/.'s rKantres points z'j z^j Si ces points z' sont pour/('j) des 

di?K'onlinuités du m^^me genre, on les supprime comme les z». Cela fait, 
rensemhlc K [Kjut comprendre certaines lignes isolées L^, telles que j, ten- 
dant d'une manière quelconque vers un point 1^ de L., la valeur de/(j) 
tenrle vers une limite a(l^). La fonction ^(z), qui coïncide avec /(z) en de- 
hors de L^ et prend sur L^ les valeurs a(l^)j est, comme nous le verrons, 
liolomor[ihe dans le voisinage de L^. On peut citer comme exemple l'ex- 
pression 

P-t /Q-- - /(5jsmx»H- ^^ ~ h^ — p H..., 

/(z) étant liolomorphe sur i)x. Nous remplacerons là encore /(:;) par 
^(z)j ri ainsi pour toutes les singularités analogues. En définitive, s'il 
existe une fonction ^(z) coïncidant avec P -h /Q en dehors de Tensemhle 
K, continue et par suite liolomorphe en certains points E' de cet ensemble, 
on substitue ^(^z) à P -h /'Q. 

Os singularités parasites éliminées, quelles sont les discontinuités que 
[)résente P -h /Q? 

Si Tensenible E est ponctuel, les points singuliers de P -h iQ dans ex sont 
des p(MeH ou des points essentiels. 

Si Tensemble E est linéaire, la fonction P -h /Q est en outre affectée de 
eou[)ures. (^es coupures sont isolées ou sont les limites de suites de points 
essentiels ou de eou[)ures. Dans le second cas, P -+- /Q est nécessairement 
discontinue ou indéterminée aux environs de la coupure. Dans le premier 
cas, soit L la ligne considérée : (]uand z tend vers un [)oint quelconque ^ de 
E en restant du c<^té C de L, P -h /'Q peut tendre vers une certaine valeur 
/(^)'t du cAté opposé (y de L, P -h /Q peut prendre également sur L la suite 
de valeurs /i (î^), (|ui doit différer (\r/(^). Il est possible, au contraire, que 
(Tun c(^téde L (ou d(îs deux côtés), pour des points ^ infiniment voisins sur 
L, ou même pour tous l(?s points de L, P -f- /Q ne tende pas vers une limite 
(piand z tend vers JJ sur un chemin /, ou que cette limite dépende du chemin 
/. Dans tous l(»s cas, l'expression P -h /Q peut n'avoir aucun sens sur L, ou 
ses valeurs [)()ur les |)<)intsde celte ligne sont entièrement indépendantes des 
valeurs (pfc^lle prend aux poirils voisins. 

Si Tensenible E est superficiel, P -h /Q présente dans ex des espaces lacu- 
naires a', a", .... l^n tout [)oint M de ces espaces, P -h iQ peut n'avoir pas de 
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sens, ou être discontinue, ou ne pas admettre de dérivée par rapport à :? ( * ). 
Le contour s' de l'aire c/ est une coupure de P -h iQ, cette ligne peut être 
la limite de singularités extérieures à ex'; au cas contraire, P -h /Q peut 
tendre vers une suite de valeurs /(^), quand z tend vers un point ^ de 5', 
extérieurement à ex'. 11 arrive notamment que P -h /Q est continue sur s' et 
dans a', et n'admet pas dans ex' de dérivée par rapport à z. 

Vax dernier lieu, si P -h ÎQ est holomorphe dans ex et tend vers la valeur 
/(^), fonction continue de J^, quand le point 5 de ex tend d'une manière 
quelconque vers le point ^ du contour 5, nous dirons que la fonction P -h îQ 
est liolomorphe dans ex et continue sur son contour. 

2. Toutes ces remarques ont leurs analogues dans l'étude des fonctions V 
de deux ou trois variables qui satisfont à l'équation AV = o. Soit P(x,^, z) 
une fonction de x^y^ z^ uniforme dans tout l'espace où elle est définie, et 
représentant dans un certain volume une fonction régulière V(a:,y, z)^ qui 
satisfait à l'équation AV = o. Les points singuliers de P(x,^', z) seront les 
discontinuités de P et de ses dérivées premières, et les points où ses déri- 
vées secondes ne vérifient pas l'équation AP = o. On voit, comme plus haut, 
([u'à l'intérieur o* d'une surface fermée s ces points peuvent former des en- 
sembles ponctuels^ linéairesy superficiels^ ou être distribués dans des vo- 
lumes finis, et former ainsi un ensemble à trois dimensions. 

Ce dernier cas excepté, les points E sont nécessairement des disconti- 
nuités de P ou de ses dérivées premières, d'après ce théorème que, si une 
fonction V est régulière dans un espace, sauf peut-être sur une surface où 
elle est continue, ainsi que ses dérivées premières, elle est régulière dans tout 
cet espace. De plus, s'il existe une fonction Q^{x^y^z)^ coïncidant avec 
P(j7, j^, z) en dehors des points E, et continue en des points ou sur des li- 
gnes et des surfaces E' qui sont des discontinuités de P, on supprime ces sin- 
gularités apparentes en substituant Q à P. Mais les points E' peuvent être 
encore des discontinuités des dérivées premières de Q. Cette discussion s'a- 
chève comme la première. En particulier, si V{x^y^ z) est une fonction 
régulière dans ex, et si elle tend vers une valeur /($, yj, ^), fonction continue 
de 5, T), î^, quand (a;, y, z) tend vers le point ($, y], X,) de s en restant inté- 
rieur à <x, on dira qu'elle est régulière dans ex et continue sur s\ on dira de 

(*) P -h iQ peut admettre une dérivée en certains points Zq de d', mais cette dérivée 
n'existe pas pour des points infiniment voisins. 
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même que ses dérivées premières sont continues dans a et sur Sj si les fonc- 

tions -T-> "T"» -T- verment la même condition. 
d>r oy az 

3. Les diverses singularités que nous avons énumérées sont offertes par 
les symboles élémentaires qui définissent une fonction de z. Envisageons, 

par exemple, l'intégrale / /(/, z) dz = F(3), où /, a et P sont réels. Si à 

chaque valeur de / correspondent des points singuliers de/(/, z) ne formant 
pas de suites linéaires, la fonction F ainsi définie présentera en général des 
lignes singulières; si à chaque valeur de / correspondent des lignes singu- 
lières de /(t,z)^ la fonction F présentera des espaces singuliers. Il en 
serait de même si F était définie par lïntégrale double 

0)dtd9, 



JfX •/y 



( 



/(z) ayant des points singuUers pour chaque valeur réelle de / et de 6. 
En particulier, ces intégrales peuvent définir une fonction F continue 

dans une aire S, dont la dérivée par rapport à z existe dans une partie 

/* - Il 
L ^ ^ _ '. di 

où L ^ 2. _ •/ représente une fonction uniforme de z ayant pour coupure 

le segment de droite y =^ t compris entre a; = o et a? = i ) définit une fonc- 
tion de z holomorphe dans le plan, sauf pour les points x -h iz dont Vx et 
Vy sont positifs et plus petits que l'unité; car, en ces points, F est égale à 
une fonction de z -h 2i7u(i —y)- De plus, F est continue dans le plan, sauf 
pour les points des droites a? =: o, x =^\ dont l'ordonnée est comprise entre 
o et I. 

Il est facile également de former des séries qui définissent dans une aire 
S une fonction uniforme de z, et qui présentent dans le plan des singu- 
larités quelconques, notamment celle dont nous venons de parler. Soit en 
effet U(a7,j^) -h «V(a?,y) une fonction holomorphe de z, telle que, pour 
X = o, U = o. Développons en série de fonctions de Laplace, entre a; = — ti, 
X := Tz Qi y =z o^ y = t:^ les fonctions ^^x^y) et U,(a:,y) : U,(x,y) étant 
égale à U pour a? > o et à — U pour a; <[ o. La série F = iJ , -h i V sera con- 
tinue pour les valeurs de x ei àe y comprises, les premières entre — ir et 



/ 
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T.y les secondes entre o et tt; elle n'admettra pas de dérivée par rapport 
à z pour les valeurs négatives de .r. 

Si les termes d'une série sont des fondions de ^, la série n'aura pas de 
sens en tout point qui sera singulier pour un de ses termes, et Ton peut faire 
en sorte que ces points forment des ensembles quelconques. Si, dans une 
aire S, tous les termes sont holomorphes, la série peut représenter une fonc- 
tion holomorphe dans une partie de S et di verger dans l'autre . Mais d'autres 
singularités sont-elles possibles? Pour étudier cette question, nous aurons 
recours à quelques propriétés bien connues des séries, que nous rappelle- 
rons tout d'abord. 

4. Une série 2(p„(/) converge uniforinément dans un intervalle t^i^^ si 
à tout nombre positif £ correspond un entier v tel que, n étant égal ou supé- 
rieur à V, on ait 

I R«(0 I <£, 

pour toutes les valeurs de / égales à /©i U^ ou comprises entre /© et /, (la va- 
riable / est réelle). Ceci revient à dire qu'on peut trouver v assez grand pour 
que, p étant quelconque, on ait dans le même intervalle 

I Sv4-p(0-Sv(0 I <£. 

Les raisonnements qui vont suivre reposent sur ces deux tbéorèmes : 

Lemmc /. — Si tous les termes d'une série sont susceptibles d'intégra- 
tion et si la série converge uniforinément dans un intervalle, la fonction 
que représente la série est intégrable dans cet intervalle, et son intégrale 
est la somme des intégrales de tous les termes. 

Lemme IL — Si tous les termes d'une série /(/) admettent une dérivée 
susceptible d'intégration et si de plus la série de ces dérivées converge uni- 
formément dans un intervalle, elle représente la dérivée àe/(t) dans cet 
intervalle. 

Le lemme I peut s'étendre à une certaine classe de séries non uniformé- 
ment convergentes. Soit une série /(/) = ^^„(t) qui converge uniformé- 
ment dans tout intervalle, compris entre /© et /, et ne renfermant pas certains 

points /', r, Nous convenons de dire alors, pour abréger, que la série 

converge uniformément entre /„ et /,, sauf pour les valeurs /', /', — Les 
points /', r, . . . peuvent former sur l'axe des / des suites ponctuelles. En 

II. — Fac. de T. B.2 
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CCS points, la série peut être divergente. Si le module maximum de S;,(/) 
entre Iq et /, ne croît pas au delà de toute limite avec n, le lemme I s'ap- 
plique encore à Tintervalle /y/,. 

Pour le voir, il suffît de décomposer l'intervalle /q/, en deux parties s et 
s' (formées d'ailleurs d'intervalles séparés), s' renfermant toutes les valeurs 
/', r, Soit M la limite supérieure de |(S;,/)|. On peut toujours prendrez' 

de telle sorte que \ 1 Mdt soit inférieur à un nombre positif £ aussi petit 

qu'on veut: cela fait, il existe un nombre n assez grand pour que, p étant 
un entier quelconque, on ait dans tout l'intervalle s 

Si donc on désigne par S' la somme des n premiers termes de la série 






{l)dl. 



le module de la différence (S),^^ — S,,) sera, pour la même valeur de /?, in- 
férieur k (j[(j = z(l -h 2)J, si / est la longueur du segment /q^. La nouvelle 
série converge donc, et il apparaît aussitôt qu'elle représente l'intégrale de 

/(/). Il suffit, pour que le raisonnement s'applique, que / S,f(t)dt tende 

vers o uniformément avec s' (quel que soit n). 

Il convient d'ajouter qu'une série 2l9„(/) peut converger dans un inter- 
valle /o^î sans converger uniformément dans aucun intervalle fini, si petit 
qu'il soit. Soit par exemple une fonction /(/), à variation limitée entre — t. 
et -h TT, et discontinue dans tout intervalle, ainsi que la suite de valeurs 

'■^ — -' \/A série 



^/r-^^'^^'^H^'^^''''''^^~'M 



converge dans l'intervalle — ir, H- t:, et représente dans cet intervalle 

f(t^0)-\'f{t — 0) ^ ^ c ' • 1 . 11 

i-.omme ses termes sont tondions contmues de /, elle ne 

converge uniformément dans aucun intervalle (sinon, sa somme serait fonc- 
tion continue de t dans cet intervalle). 
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Ces remarques faites, considérons une série de la forme 

OU de la forme 

Une pareille série converge uniformément dans l'aire S cjuand, à loul 
nombre positif £, correspond un entier v tel que, n étant supérieur ou égal à 
V, on ail pour tout point z (ou Jo^y) de S et de son contour 

I Wniz) I OU B,(^,V) I <£. 

Si une série converge uniformément dans tout espace <t intérieur à S et 
ne renfermant pas certains points w' ou certaines lignes /' de S, nous conve- 
nons de dire que la série converge uniformément y sauf aux points z' ou sui' 
les lignes /'. 

La série converge uniformément sur une ligne AB [x = 5^(0' 
€r == A(/)], si la série 

2/«[^(0] ou l^n[^{t), r(0] 

converge uniformément entre t^ et /,(/o et /, étant les valeurs de / qui cor- 
respondent aux points A et B). 

5. Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 

Théorème I. — Soit une série ^fn(z) = V(z) et une aire S à contour 
quelconque : si les fonctions fn{z) sont holomorphes dans S et continues 
sur Sy et si la série F(z) com^erge sur s uniformément : i^ la série F(z) 
converge uniformément dans toute air^e S' intérieure à S et sans point 
commun avec s\ 2** les séries formées par les dérivées successives des 
termes de F(z) convergent uniformément dans S' et représentent les dé- 
rivées successives de F(z) dont l'existence est ainsi démontrée. 

Formons en effet la série 

et appelons M le module maximum de yz~z. — \p^\ quand z varie sur le con- 
tour 5, et a; dans l'aire S'. On peut, quel que soit e, trouver un entier v assez 
grand pour que, n étant supérieur à v, | MR„(z) | soit inférieur à e quand z 
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parcourt s. D'après le Icniine I, la série 



2/(1^ 



j:) 



/>-Hl 



dz 



est convergente, et de plus, pour les valeurs de n qu'on vient de définir, le 
reste de cette série R^^) ^ ^^ module inférieur à h (/étant la longueur 
de s)j quelle que soit la position de x dans S' et sur son contour. D'autre 
part, 

r fn{z)dr __ 9at: _ 

La série 2/,f(x) converge donc uniformément dans S'. On déduit sans 
peine du lemme II qu'elle représente la dérivée/?***™*^ de la fonction V{x), 
définie par la série convergente ^/^(x). 

Le théorème est encore vrai, si chacun des termes /;,(:;) est discontinu 
sur .9, en des points a„, a),, . . ., ne formant pas de suite linéaire, pourvu que 
|/„(.3)| ne croisse pas dans S et sur 5, au delà de toute limite. 11 vsuffit de 

a un sens et représente encore - -' —/!l(x)^ ainsi ([u'on le voit faci- 
lement. 

Le théorème subsiste même si la série converge uniformément sur . , 
sauf en des points a,, «3, ... (ne formant pas de suite linéaire), pourvu que 
le module maximum de S,|(-:?) sur s ne croisse pas au delà de toute limite 
avec n. Il suffit de raisonner comme précédemment, en appliquant le 
lemme I généralisé. 

6. Théorème IL — Soit un espace S, admettant la représentation con- 
forme sur un cercle, et une série ^ç\(x,y) : les fonctions i\t(^> /)' ^^^ ^^" 
tisfont dans S à l'équation Ap^= o, sont uniformes et régulières dans cet 
espace, et continues sur son contour s. Si la série 

V(.r, >') — i;iv.(a^,.v), 

converge uniformément sur s : i^ elle converge uniformément dans toute 
aire S' intérieure à S, et sans point commun avec s '^ 2" les séries formées 
par les dérivées par^tielles des termes de N(^x^y) convergent uniformé- 
ment dans S', et représentent les dérivées partielles de V(a;, j^) dont 
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rexistencc est ainsi démontrée. Ces dérivées satisfont à l'équation 
AV = o. 

Supposons d'abord que S soil un cercle C de rayon i, ayant Forigine 
pour contre. On sait que 



hP = iil~dxhy^ ( V^) ^«(?'^')^^' 



àPKr» I r dP 

dx^d 



(^, Y]) est un point de la circonférence c de (], (-^S/) un point de C; 
a^ = j;^ -hy^ ; r^ = (x - ^y -h (y — riy. 

Si M est le module maximum de ^ ola h (~t~" ) quand ($, tq) parcourt c, 

et quand (x^y) varie dans S', on peut trouver un entier v assez grand pour 
que, n étant supérieur à v, M| R;,(Sj y])| soil inférieur à e, quelque soit($,y]) 
sur c. Par suite, la série 



2 ^X^Vp ("'•'") *'-(^'^')''*' 



converge uniformément dans S'; car, pour les mêmes valeurs de n, le reste 
K^^xy) est dans cet espace inférieur à e. 

La série V ^ ^^ " q représente, d'après le lemme 11, ~x~^h'y la fonction V 

définie par la série ^ç^Çx^y) satisfait donc dans C à Téquation AV = o 
et est régulière dans ce cercle. 
En partant de l'expression 



(x,y)-hiu{Xyy)=z / ^'(?, ^^i) ^7i — z^**. 



on voit que la série 

(a) ¥{z)z::zlv^(x,y) -+• i Un{x, y) 

converge uniformément dans S', ainsi que ses dérivées. Ceci résulte encore 

de rintégration de la série V -y-? — ^"P' Toutes les fonctions fn{z) dont 

la partie réelle est ^«(^,y) sont de la forme ^«(^p,/) -H iu„{x^y) h- iiln. 
Si la série 

(P) lVn{x,y) -h iUn{j^yy) 4" 'C/J 
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converge pour un point (xo,>^o) de S, comme la série (a) converge pour x^Yq, 
la série 21C/2 est nécessairement convergente, et par suite (P) converge uni- 
formément dans S'. Autrement dit, u^ix^y) désignant une quelconque des 
fonctions conjuguées de ^\{xyy)^ la série 

converge uniformément dans S'. 

Soit donc une série ^/^{z) =^^v,^{x^ y) -\- iu^ix^ y)^ si la série 
^^«(•^)JK) converge uniformément sur c, et si la série ^u„(Xjy^) con- 
K'erge en un point {x^^y^) intérieur àc^ la série et les séries formées par 
les dériœes de ses termes convergent uniformément dans tout espace S' 
intérieur à c. 

Remarquons de plus que, si une série ^v^i-^^y) converge uniformément 
dans une aire ex, les séries formées par les dérivées de ses termes convergent 
uniformément dans toute aire ex' intérieure à ex; il suffit, pour le voir, de dé- 
composer ex' en parties o*,, o*^, . . . qui puissent être enfermées dans des cer- 
cles c,, c^j . . . intérieurs à ex, et Ton raisonne sur ces cercles comme sur c. 

Revenons maintenant au cas où Taire S est quelconque; d'après la re- 
marque précédente, tout revient à démontrer que la série ^v„(xjy) con- 
verge uniformément dans toute aire S' intérieure à s. Soit 

une fonction qui représente d'une manière conforme Taire S sur le cercle C. 
Inversement, z, ^f(z) = ^^(x^y) -h i'I^iix^y). Les fonctions/ et/, sont 
holomorphes, la première dans C, la seconde dans S. Posons :r = îC^n^O^ 
y = '\f(x^^y^) : les fonctions ^[X'^ny*) sont régulières dans C et satisfont 
à Téquation Ap), = o. De plus, la série ]Sp^/j?,,y,) converge uniformément 
sur c; elle converge donc uniformément dans toute aire S\ intérieure à c; si 
Ton remplace x^ par ^i(xjy)j y^ par '\fi(x^y)j le théorème est démontré. 
On généralise de la même manière la remarque relative à la série 

Le théorème II est encore exact si la série ]Sp^(x, y) converge uniformé- 
ment sur Sj sauf en des points ne formant pas de suite linéaire, pourvu 
que le module maximum de ?>n(^jy) sur s ne croisse pas au delà de toute 
limite. 

Les théorèmes I et II ont été établis en supposant que S n'avait pas de 
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points à rinfini : mais on ramène tous les cas à celui-là à Faide de la transfor- 
mation z = y le point a étant extérieur à S. 

7. On peut donner du théorème II une démonstration qui s'applique an 
cas où Taire S est à contour quelconque et au cas où les termes i^',, de la 
série dépendent de trois variables. 

Soit donc dans l'espace un volume quelconque S, n'ayant pas de point 
à l'infini, et limité par une surface s à connexité quelconque. Si la série 
V(x*,j^, z) = 2p„(j?,y, z) {dont tous les termes sont des fonctions ré*^u- 
lières dans S, continues sur 5, et satisfont à V équation Ar„ =0) converge 
sur s uniformément : 1° elle converge uniformément dans S; 2° les sé- 
ries (ol) formées par les dérivées de ses termes convergent uniformément 
dans tout espace S' intérieur à^ et sans point commun avec s. 

En premier lieu, si l'espace S est une sphère, on établit comme dans le 
j)lan, en partant de la formule 

(jue les séries (a) convergent uniformément dans l'espace S'. Il en résulte 
(jue, si la série V converge dans S uniformément (S étant quelconque), 
les séries (a) convergent dans S' uniformément. 

Tout revient donc a démontrer la première proposition. Considérons 
pour cela la somme 



"é-hp 



Cette fonction ç est régulière dans S, continue sur 5, et satisfait a l'équation 
A^ = (). Elle ne présente dans S ni maximum ni minimum, et, par suite», 
pour tout point (x, j^, z) de S, la valeur de ç est comprise entre la plus 
grande et la plus petite valeur de ç sur 5, ou égale à l'une de ces deux va- 
leurs. Si [JL désigne le module maximum de ç sur 5, le module de ç dans S 
est au plus égal à [x. D'autre part, on peut, par hypothèse, trouver unenticT 
V assez grand pour que, quel que soit/?, |9(-c,y, ^) | soit sur s inférieur à 
un nombre positif donné £, autrement dit pour que [x soit inférieur à e. Pour 

lout point de S et de *, l'expression V Vn{x^y^ z) a donc, quel que soit p, 

V 

un module inférieur à £ : la série V converge dans S uniformément. 
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Remarque. — Si S comprend le point oo, s ayant tous ses points à dis- 
tance finie, cliaque fonction P;,, holomorphe dans S, est holomorphe pour 
le point 00 : ^n{^) = ^n- Quand la série 2a;, est convergente, le théorème II 
s'applique encore à l'espace S. Il suffit de prouver que la série 

converge dans S uniformément : pour le voir, on pose 

^' v' z' 

^1 u' ix' y' z') 

(Torigine est supposée extérieure à S): la série ^ — ^ — \; ' ^ a tous ses 

termes réguliers dans S', continus sur s'^ et converge uniformément sur s\ 
par suite dans S' : on en conclut qu'il en est de même dans S de la série 
ILuJx.y, z). 

Si la surface s a des points à l'infini et si les fonctions i\^ régulières dans 
S, sont régulières aussi au point oc[P;,(oc) = a^,], on voit, en employant la 
même transformation, que la série 2i'„ converge dans S uniformément, 
quand la série ^ru„(^x^y^z) converge uniformément sur ,9, la série 2 a„ 

étant de plus convergente (/• = >Jx^-h y'^ -^ z^), 

8. La série 2p„(a7,y, z) convergeant dans S uniformément, la fonction 
V(./;,y, z) est continue dans S et sur s : quand {x^yy z) tend vers le point 
(5, Tp!!) de .ç, V(ic,j, z) tend vers la valeur V(^,yi, î^) = 2p,/^, y), s). 
(]omme la remarque s'applique au cas de deux variables, on en déduit que, si 
la série ^f^iz) converge sur 5 uniformément, elle converge uniformément 
dans S, et, par suite, quand z tend vers un point X, de 5, lLf,^{z) tend vers 
la valeur 2y),(s), ce qui ne résultait pas delà première démonstration. 

Quand la série 2 v„{x^ Xi^) ^^ converge pas uniformément sur 5, le théo- 
rème nVst plus démontré. Toutefois, en s'appuyant sur la formule 



!xT.\{x,y,z) — 



//h'-'^-'^i-^S^-^'^-^d"'' 



dv 



on peut l'étendre à certains cas où les séries 2^;,, V -r- convergent unifor- 
mément sur j?, sauf sur des lignes de s. 
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10. Les théorèmes qui précèdent nous seront utiles dans la suite. Ils s'é- 
k'iident facilement aux séries dont les termes sont des fonctions liolomor- 

|)lies dans un certain domaine de plusieurs variables complexes, z, u, v, 

Leur application à la série de Taylor, dans le cas d'une ou de plusieurs va- 
riables, est immédiate et évidente. Une autre conséquence très simple esl 
relative aux produits de la forme \\/„l -)■ Si les fonctions L/],(;) sont lio- 
lomorphes dans une aire S el continues sur son contour s, ot si le produit 
converge uniformément suvs, il converge uniformément dans S, et repré- 
sente une fonction holoinorpbe de z dans cet espace. Si le produit des mo- 
dules lt„ des /„(2) converge uniformément sur s, le théorème est encon.' 
vrai à condition de remplacer dans l'énoncé S par un espace quelconque S' 
intérieur à S. 

Uevenons à la question qui nous a conduit à celte élude. Quand une séiic 
di' la forme ^/„{z) converge uniformément dans une aire S où les/„(;) 
sont holomorpbes, elle représente dans S une fonction liolomorplie de z. Il 
est impossible qu'une telle série converge uniformément dans une aire S, 
sauf en des points isolée, si ces points ne sont pas des points singuliertt dei^ 
/„( 3 ). Supposons qu'elle converge uniformément dans une aire S, sauf au\ 
points singuliers ilL's/„(z), et sur une certaine ligne L : si cette ligne n'est 
pas singulière pour une ou plusieurs fonctionsy„(;), elle rencontre le con- 
tour * de S, à moins que les fonctions^^ n'aient des points singuliers situés 
sur L ou tendant vers L, quand n croit indéfiniment. Autrement, en retraii- 
cliant plusieurs termes de la série, on obtiendrait une série dont tous les 
lermes seraient bolomorplies à l'intérieur d'un contour ferme s* entourani 
1-, et celte série, convergeant uniformément sur s', convergerait uniformé- 
ment à rintériour. Ceci suppose lcs/„(z) uniformes dans S, sinon L peiil 
être encore une ligne formée entourani les points criti(|ues d'une inlinilé di' 
fonctionsy„. 

Lnfin, admettons qu'une série de fonctions analvtiques y.J„{z) louver- 
gentc dans une aire S où \es/„(z) sont bolomorplies ne représente en au- 
cune portion de cette aire une fonction analytique r cette série ne saurail 
converger uniformément dans aucune partie de S, ni sur aucun conloui' 
fermé de s' si petit qu'il soit. Déplus, il existe une porllon des'poiir hiquelli' 
la série ne converge uniformément dans aucun inlervalle, ou !>ien le iiiodub' 
maximum de S„(i)sur«' croit avec n au delà de loule limite, lui di-i'iiler 
lieu, si /i,(s) = fflC^i^') -i- i Wn( "Ct.*')' ^'"^ deux séries — f„ el — w„ doivciU 
présenter respectivement les mêmes singularités. Ces conditions étanl snp- 

li. - Fae. de T. U.'i 
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posées remplies, on ne saurait d'ailleurs en conclure que la série ^/^(z) ne 
représente pas dans S une fonction analytique. 

II. Pour terminer, nous déduirons des théorèmes 1 et II une consé- 
rjuence relative au point à Tinfini des fonctions holomorphes. 

Soit une fonclion/( j) holomorphe pour tout point du plan situé à dis- 
lance finie dans Tintervalle AOB compris entre deux droites OA, OB. Si 
( /(w )J ne croît pas au delà de toute limite quand z s'éloigne à Tinfini 
(*ntre deux droites quelconcjues OA,, OB, comprises dans Tangle AOB, 
f(z) et, par suite, toutes les déî*wées successives tendent v>ers zéro. 

Soit S, Tespacc A,OB,. Considérons la série ^ ZL-^Ll. ( lesquantitésa^, 

sont réelles et positives et la série V — converge). La série ^ "^ 

converge dans S, uniformément; car, si M désigne le module maximum de 

/'(:;) dans S, et sur OA,, OB,, la série V — est convergente. Il en résulte 

«jue la série 21 /*'(a,t 3) converge uniformément dans touteaireS'inlérieure à S,, 
par exemple dans Taire S' comprise entre deux droites OA', OB', el deux cer- 
cles de centre O et de rayon p et p' (p' est plus grand (pie p ). On peut trouver 
un entier v assez grand pour que, n étant égal ou supérieur à v, \/'(ctnZ)\ 
soit inférieur à e, quel que soit z dans S'. Si Ton prend p et p' de telle ma- 
nière que, pour les mêmes valeurs de /?, rt„^., p soit au plus égal à a,tp'y on 
voit aussitôt (juc Taffixe de tout point ^compris entre OA', OB' et extérieur 
au cercle de centre O et de rayon a^p' est égal à a,^Zj z étant un point de S' et 
// étant au moins égal à v : j)ar suite, |/'(^)| est inférieur à £, quelque soit w. 
Il suffit de faire, pjir exemple, a„ = n^ et p' — 4 p. La fonction /'(j) tend donc 
uniformément vers o, quand z s'éloigne à l'infini entre OA' et OB' (OA' et 
( )B' étant deux droites quelconques comprises dans l'angle vVOB ). 

Si le module de la fonction '-^— ï^** croît pas au delà de toute limite 
quand z s'éloigne à Tinfiiii OA, el OB,, on volt de même, en considérant 

la série ^ —-^l-r~ > 4^**^ P*^^{^) ^^ ^^^ dérivées suivantes tendent vers o. 

Le théorème est encore vrai si la partie réelle (ou imaginaire) r(jr, >' ) de 

f(z) est telle que ,- -J- ne croisse pas indéfiniment cpiand z s'éloigne à 

rinfini entre OA, etOB,. 

Il peut arriver évidemment que \f(z) \ ne croisse pas indéfiniment dans 
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une direction OA, sans que /'(:?) tende vers O dans cette direction. Mais, 
dans ce cas, \/{z) | croît au delà de toute limite pour des directions infini- 
ment voisines. La fonction sin(z) est un exemple de ce fait. 



CHAPITRE II. 



i. Soit F(:;) une fonction de z définie dans une aire S de contour s, où 
elle est uniforme : AB étant un fragment de s, la fonction F( j) est dite con- 
tiniiable au delà de AB s'il existe une fonction f{z) définie de part et 
d'autre de AB, coïncidant avec F(:r) dans une portion finie de S attenant» 
à AB, et holomorphe pour tous les points X, de AB, sauf pour des points 
ne formant pas sur AB de suite linéaire : autrement dit, pour chaque point 
w de AB (à Texception peut-être des points a d'un ensemble ponctuel), il existe 
une fonction /(:r) représentée par une série de Taylor/(j) = 21a„(j — ^)", 
et qui coïncide avec F(:;) dans une portion de S. Il est clair que, pour 
chaque point î^, il ne saurait exister qu'une seule série /(-j) : c'est ce qu'on 
exprime en disant qu'une fonction continuable n'est continuable que d'une 
seule manière. La coupure AB est dite alors coupure artificielle de la fonc- 
tion F(>3) : c'est une coupure essentielle^ si la fonction F(^) n'est pas conti- 
nuable au delà de AB. 

Une condition nécessaire (mais évidemment insuffisante) pour que la 
coupure AB soit artificielle est que F(z) tende vers une valeur F|(^) quand 
le point z de S tend vers un point ^ de AB (à l'exception peut-être des points 
2^ d'un ensemble ponctuel). Pour trouver la condition suffisante, nous nous 
nous appuierons sur quelques lemmes très simples, qui ressortent de la 
théorie de la continuité et que nous énoncerons tout d'abord. 

2. Lemme /. — Soit une fonction quelconque/des deux variables réelles 
X, y^ uniforme et continue dans l'aire S. Si à tout point M de AB corres- 
pond un chemin MN variant avec M d'une manière continue, et tel que, le 
point (j;,^-) de S tendant vers M sur MN,/(a?,y) tende uniformément le 
long de AB vers la valeur /, (.s) {s désignant l'arc AM) : \^ f^{s) est une 
fonction continue de 5; 2P /(^x^y) tend vers f^ (s) quand {Xy y) tend vers 
M d' une Jaçon quelconque. 
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Si petit que soit le nombre positif £, il existe une longueur X telle qu'en 
prenant sur chaque chemin MN la longueur MP = X, pour tout point (j?,y) 
deMP, \f{x^y) — f\{s) \ soit inférieure £. Quand M parcourt AB, Pdécrit 
une ligne continue a. Désignons par $, r^ les coordonnées de P, par M' un 

point de AB voisin de M et correspondant à Tare s + h : 

/,(^-^/0--/,(O = [/,(^-H/O-/(c^V)] + [/(r,V)-/($,TJ]-^[/($,r,)--/U)]. 

La fonction /(^, y)) étant continue, et le point ($, y]) variant avec M d'une 
manière continue, on peut trouver sur AB deux points M,, Mj de part et 
d'autre de M, tels que, M' variant entre M, et M^, |/(Ç', y]') — /($, y\)\ soit 
inférieur à £. Il existe donc un nombre ât, tel que, | A| étant compris entre 
-h k et A-, on ait 

!/i(^-H/0-/i(^) !<3£, 

ce qui montre que/,(^) est continue. D'autre part, soit (x,y) un point in- 
térieur au quadrilatère curviligne MiPiM^P^, formé par AB, œ, M|P,, 
M.J Pa; ce point est situé sur la ligne M'P', et 

par suite, on a 

l/(-r.j)-/i(*)i<4£. 

On peut donc décrire du point M comme centre un cercle C de rayon assez 
petit pour que, (j?,y) étant un point de S intérieur à C, cette condition soit 
réalisée. Il en résulte que /(a;, y) tend vers/i(5) quand (x^y) tend vers M 
d'une façon quelconque. 

Lemme IL — Inversement, si/(j:,y) tend iwj^s f^(^s)^ le point (x^y) 
de S tendant vers M sur un chemin quelconque^ /<(*) est fonction con- 
tinue de s, et fix^y) tend uniformément vers f^ (s) le long de AB. 

Kn elTet, à chaque point M (y compris les points A et B) correspond un 
cercle C de centre M et de rayon /*, tel (|u'on ait, pour tout point (xy y) de S 
intérieur à (], 

I Autrement, il existerait, comme on le voit sans peine, des chemins M\ 
lels que \f(xyy) — fi(s) \ fût supérieur à £ pour des points (x^ y) de M\ 
aussi voisins de M que l'on voudrait, ce qui est contraire à l'hypothèse. | 
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Soient donc M, elM^ les extrémités des deux arcs MM|, MMa, dont la lon- 
gueur est r; M' étant compris entre M, et Mj, faisons tendre vers M' le point 
(x^y) de C; /(x^y) tend vers /i(s-hh) et, d'autre part, si Ton pose 
/(j?,y) — /,(.ç) = Y], on a constamment |y]|^£; par suite, lim|yi| ou 
1/, (s -h h) — /, (s) I est au plus égal à e. La fonction/, (s) est donc continue. 
De plus, M', et M'j^ désignant les milieux des arcs M, M, MjM, à tout 
point M' de l'arc M'^ M', correspond un cercle C de centre M' et de rayon au 

moins égal à -, tel que, (x^y) étant un point de S intérieur à C, 

soit au plus égal à 2£. En raisonnant sur M'^ et M', comme sur M, et ainsi de 
suite, on atteindra les extrémités A, B de l'arc AB, à moins que le rayon /• 
des cercles C ne tende vers o, quand leur centre M tend vers un cer- 
tain point L; mais ceci est impossible, car à ce point L correspond un 
cercle C,, de rayon /%, tel que, (oc^y) variant à l'intérieur de C,, 

\/{xjy) — /^(s)\ ne soit pas supérieur à -j et, par suite, aux points M voi- 

mm 

sins de L correspondent des cercles C de rayon au moins égal à — • En défi- 
nitive, on peut trouver une certaine longueur p, telle que, (x^y) étant un 
point de S intérieur à un cercle C de centre M et de rayon r, on ait, quel 
que soit M sur AB, 

ce qui prouve que/(a:, y) tend uniformément vers/i (s) le long de AB. 

On dit, dans ce cas, que la îoncùon /(x^ y) prend sur AB les valeurs 
y, (s) : la fonction est continue dans S et sur s. 

On peut compléter ces remarques par les suivantes : soit une fonctign 
f(xyy) définie de part et d'autre de AB dans des aires S et S' où elle est 
uniforme et continue; si à chaque point M de AB correspond un chemin 
NMN| Vciriant avec M d'une manière continue, et tel que, les points (x^y) 
et (a;,,y,) de S et de S' tendant vers M sur NMN,, /(x^y) — /xi^^^y^) 
tende uniformément le long de AB vers la valeur ^{s)i 1*^^(5) est une 
fonction continue de s\ 2° la fonction /{x^ y) définie dans S prend sur Ali 
une suite continue de valeurs f (*), et la fonction f (x^ ,y , ) définie dans 
S' prend sur AB les valeurs f^{s) -f- '^{s). 

On part encore de ce fait qu'il existe une longueur / telle, qu'en prenant 
jîur MNM, les arcs MP et MP, de longueur /, on ait, si (ar,y) est un point de 
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MP, .z;,/, un point de MP,, \f{x,y) -/(^'n J,^ - 9(0 i <£, quel que 
soit le point M sur AB. Le raisonnement s'achève comme précédemment. 

De même, si la dilTérence /"(x, j) — /(Xi^j-,^ tend vers 9(5) quand le 
point (.r,/) de S et le point (x,,/,) de S' tendent vei*s M d'une manière 
(pielcon(pie, la fonction ç(.v) est continue, et les fonctions f{j^^y^ el 
/Çi\^}\) prennent sur AH une suite continue de vîileurs. 

De ce (pii précède, il résulte qu'il est impossible (|uey(.4% >') prenne sur 
AH une suite disconlinue de valeurs. 11 arrive cpi'à chacpie point M de AB 
corn^spond un ch<»min M\, tel qu<\A.^S^') tende sur ce chemin vers/, (5% 
/,(.v) étant discontinu*»; mais sur des chemuis innniment voisins de MN, la 
valeur d<\A.t*,^') n(» tiMid v<m*s aucune limite ou tend vers une limite difTé- 
rente de/, (.v). On h* voit direcl(Mnent, en remanpiant tpi'il existe des points 
M' aussi voisins d<» M (pu» Ton veut sur AH, pcmr les<piels /i{s-t-h ) -/(a'^ ' 
est supéri<»ur à un C(»rlaiu nondnv a. Si Ton prend sur MN, M'N' deux 
|M)inls (./•,>'), (''-^y) très voisins de M et de M', J{x.y) el/i.r\ \ ' Uliffè- 
r(»nt très pcMi dt*/i(v)et/, (.v -h //), et sur un cluMuin quelctmtpiejoij^fuant ces 
dcMix |)()inls, / |)r(*nd tout<»s les valeurs intermédiaires entre /{.iw^ et 
/(.r,)'): pour d(»s |)oiuls (.',.>') aussi voisins de M ([ue Ton veut, 
|/( ./;,)' ) - y, ( v ) I <'st donc supéri(»ur à uu(» certaine valeur. 

La menu» sirifjfularilé p(»ut s(» |)résent(»r,/, (^.v") étant continue. Supposons 
par <»xemple qu<» la courlH» s soit formel» d'un S(»}::n»enl de Ox et il'un demi- 

cercl<» asant Tori^nnc» jïom* r<»ntn». La fondions ", cdulinuedausS, tiMulsur 

la normal*» en M à .v vers un<» val<»ur/,(^.v) 1 i/i^s), fonction continue de 

I 
l'arc .V. Kn particulier, «piand z l(»nd v<»rs l'orit^im» sur Taxe des \\ <» •* tend 

v<»rso; mais, pour «Tautres «lireclions ()M, r '*| croit au delà de toute li- 
mit(» ( *). 

Il importe aussi «le faire la remanjiH» suivanle : soit V\z) une fonction de 

( I ) Soit cncniv un rrrrio ('. <lr roiitiT O v\ de riiynii H. t.ii Inniiioii 

I 

{% «Irsi^miiil un |><»inl «If la fiironfi'iM'nri' ) ohI |iMlninni|>lif ilmiii C, n ,|i,„,„| - x^.^^,\ ^^.,.^ 
un pnini î; a.» C sur un rayon <)M, /( s ) Irml \ri^ In \alrui' /,( C ) ♦(.,(*) . i|,i*^lono 
tion ronlinu<î ilr l'arr m <lr C. Mai«» \/( s )\ null nu «lol.i «Ir loiHr liniîlr ipinml i irml \oix x 
Hur roiiainrH «linMliouH. Il ««xUlr unt* fonriion Ni.i.j i «1 um* «iule, HUliHr.ii^.tnl à Irqu.» 
lion AN o, rr;;ulii''n» ilann C, iM prenant nui a \v% \atiiiiH N|I«m V, l'i.nit Iniutiou ron- 
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D.x:i 



:; holomorphe dans S, et continue sur 5, si Ton trace dans S un chemin ANB 
quelconque, 

I ¥{z)dz=2 f F(z)ds. 



«-ASB 



Tout d'abord, si AN'B est un second chemin tracé dans S, on voit aus- 
sitôt que 

f F{z)dz— f ¥{z)dz. 

Par chaque point M de AB menons une parallèle à Ox et prenons sur cette 
parallèle une longueur MP = /, telle que, j^, désignant l'affixe de M, z Taf- 
fixe de P, on ait, quel que soit M sur AB, 



F(^i)~F(5)i<£. 



Par suite, comme dz^ = dz, 



j ¥(z,)dz,= f F{z)dz-hn, 

' AB »■ V, Pj 

r^ I étant inférieur à £5,, si .9, est la longueur de Tare AB. D'autre pari, 

f ¥{z)dz et I f F{z)dz 

^AP, I «^ B ", 



tinue de s). Cette fonction est donnée par rintégrale connue 



^("'•>'^=.-./ 



(i~a^)\i(s)ds 



r^ 



[En s'a]>i)U}ant sur ce que \i{s) est uniformément continue sur C, on démontre, on olfct, 
que \(x,y) tend uniformément \crs Vifs) le long de G.] Cette fonction V peut se déduire 
également du développement de Vi(5) en série de Fourier, comme on le voit sans peine en 
remarquant que cette série converge uniformément. Prenons en parliculior Vi(^) = oi(a\» : 
la fonction \(or^y) — o(x,j') est régulière dans C et tcn<l vers o quand (j^, v) tend vers C 
sur un rayon OM ; mais elle n'est pas identiquement nulle. Le point a considéré plus haut 
étant quelconque, on voit qu'il existe une infinité de fonctions V régulières dans G et ten- 
dant vers zéro quand le point (x,y) tend vers C sur la normale. 11 existe en conséquence 
une infinité de fonctions \{T,y) satisfaisant à l'équation AV = o, régulières dans une aire 
S de contour 5, et tendant vers la suite continue de valeurs Vi(5) quand jr, y tend vers $ 
sur la normale à cette courbe. Si Vi(5) est discontinue en certains points a, bj c, ... de C, 
il existe encore une infinité de fonctions tendant vers Vi(j) sur chaque normale à C 
(sauf pour les points a, 6, . . . ) : pour ces points, la fonction V(.r,r,) qu'on dé<luit de la 

' ' i 17 ' . A 1 1 ' r- Vi(j-f- o) — Vi(5 — o) . , , 

série de Fourier tend sur la normale a C vers > mats ce n est pas la 

•2 

seule. 
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sont inférieurs respectivement à M,/ et Mj/, M, et Ma étant les modules 
uiaxima de F(3:) sur AP| et sur BP,. II en résulte qu'on peut prendre la 
longueur / assez petite pour que Ton ait 



f F{z)dz-- Ç Y{z)d 



I 



(j étant un nombre positif aussi petit qu'on veut; mais 



f F(z)dz— f F(z)dz. 



Al», P,B «-'ANB 



(iette dernière intégrale est donc égale à / F(z)dz. 

•^AB 

On en conclut immédiatement que, si 5' désigne le contour formé par AB 
et une ligne ANB de S, x étant un point intérieur à ce contour, 



il ._'_r£(fifË.-.F(x). 

I i 2/7:,/ . z — a: 

II ' 

Cette égalité est encore vraie quand F(z) est continue sur AB, sauf en 
certains points a^h^c, ... ne formant pas un ensemble linéaire, pourvu 
(|ue, si Ton trace dans S une ligne œ (formée de plusieurs parties) et sépîi- 

rant les points a, 6, c, ... du reste de S, / - " — tende vers o avec la 

longueur totale de o". Cette condition est toujours remplie quand |F(:r)| ne 
croît pas dans le voisinage de AB au delà de toute limite. Au cas contraire, 

I rinlégrale / —^-" peut avoir un sens et ne pas représenter F(x). Par 

cvemple, supposons que ^ soit formé d'un segment de Ox* et d'un demi- 



JC e ** dz 
-^^ "- n'a pas pour vale 



ur e 



1 

X* 



lA'mnie III. — Si une fonction /(x,^) uniforme dans S admet des déri- 
\ ées partielles -— > . - continues dans cet espace et prenant sur AB les valeurs 

/x{'V^/r(^)y Ici /onction -™ (l dcsi gnant une direction quelconque) prend 
aussi sur AB une suite continue de t^aleurs fi(s)y et la valeur du rapport 

f [x y) f (s) 

' ' " M '"^"^ ^^^^^^ vers /(s) quand te point (x, y) de S tend vers M sur 

une parallèle MN à L 
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Soit a l'angle que fait avec Oo; la direction / : 

df df df . 

~ = -•-COS3C-4- -j- sma; 
al ox dy 

donc ^ prend sur AB la suite continue de valeurs /^(5) cosa -h/,(5)sina. 
D'autre part, (^, j^), (^oj^o) étant deux points de S, 



^•.X» 



L'intégrale qui figure dans ce second membre est prise le long d'un cliemin 
quelconque de S joignant les points (^oî>'c) ^^(^^y)- Si l'on fait tcndro 
(a:,y)vers le point M (Ç,yi) de AB, on voit aussitôt que l'intégrale tend 
vers une valeur indépendante du chemin d'intégration; la fonction /(a?, y) 
est donc continue sur la ligne AB, /, (s) est sa valeur au point M. Considé- 
rons un second point M' de AB 



1 I «J 



l'intégrale étant prise le long d'une ligne quelconque de S joignant (Ç', r/) 
et (^, Y)). On démontre, comme pour l'intégrale fV(z) dzj que 

r^"^' df df r 

Ceci posé, soit un point P ou {x^y) de S, situé sur une parallèle MP à 
/, et désignons par A/ la longueur MP précédée du signe -h ou — , suivant 
que les deux directions / et MP sont de même sens ou de sens contraire, 



A.,y)-A{s)^l'".^d.^f-dy 



jr,y 

( rintégrale étant prise le long de MP); par suite 

£ et s' tendant vers o avec A/. On a donc 

lini /(^vV^zVtÇO ^y^(^) cos« ^y^.(^) sina r:-/,(5). 

H. — Fac. de T. B. 'i 
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De plus, ( Ç', ïj') èlanl un second point de AB, 



A{i')-'Ms)^ f Us)dj:-^-/y(,)dy. 



On en conclut que/, ('*) admet une dérivée /,<'s-), égale à 

< P désignant l'angle avec Ox de la tangente en M à l'arc AB menée dans le 
sens des arcs croissants). 

Le raisonnement s'étend au cas oii les axes Ox et O^ ne sont pas rectan- 
gulaires. 

Kn particulier, si u =/(= ) est une fonction liolomorphe dans S et si sa 
dérivée /'(z) tend vers /'(K) quand z tend vers un point Ç de AB, 

lim ^^'IZ{^'^^ =/' v); do plus, ■'^''jJlY''^' tendvcrs/'(i:)quand!;, tend 
vers C sur AB. On voit que la courbe AB', que décrit le point u quand • 
décrit AB, a une tangente en chaque point, et qu'à toute courbe MiN, dé- 
crite par z dans S et coupant AB sous un certain angle, correspond dans le 
plan des u une courbe M'N' coupant A'B' sous le même angle. 

Une fonctioii/(x',_>') peut prendre sur AB lesvaleurs/,(.s"), /", (s)admct- 
tanl une dérivée /'(.î\ sans que les di'rivécs ,- 1 ; i continues dans S, ten- 
dent vers une limite le long de AB. Il est facile de former des exemples de 
cette singularité qui se présente nécessairement si /, (s) est discontinue, 
^ et '^^ étant continues le long de AB. Mais nous démontrerons dans la 
suite que, si une fonction /( z) liolomorplic dans S jirend sur AB les valeurs 
y, ('.s ),/,(«) admettant une dérivée continue /\(s), la dérivée /'( z) prend 
nécessairement sur AB les valeurs /'{"(,)= f^( s) -^Iceci suppose toute- 
fois que, le long de A B, les dérivées y i -~ existent et soient continues t. 

Une dernière conséquence est relative aux fonctions \(_x.,y) régulières 
dans S et satisfaisant à l'équation iV = o. Si les dérivées -pi -j- prennent 
sur le contour.? une suite continue de valeurs, il en est de même de V(a7,_).-); 
de plus, on peut prendre sur chaque normale MN à s une longueur MP = / 
assez petite pour que, les points (x,/) et (.f, ,_)-, ") étant compris entre M et P, 
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dn dn 

en résulte aussitôt que 



soit inférieur à £ (/i désigne la direction MN). Il 



[/• z=z y/(x — Xf^y -\- {y — /o)^î (^5^') ^'st un point de S, (^oj/o) un point 
de s\. Cette égalité subsiste si -j-> -c- sont discontinues en certains points d<* 

.9, ne formant pas un ensemble linéaire, pourvu que les modules de ^- ? -r- 

ne croissent pas dans S au delà de toute limite. Pour qu'elle soit exacte, il 
suffit encore que V soit continue sur 5, et qu'à tout nombre £ corresponde une 
longueur /, telle qu'en prenant sur chaque normale MN à ^ la longueur 
MP = /, on ait, pour deux points quelconques {x^y), (a:,, y, ) de MP, 

dy{x,Y) _ dVix^y,) ' ^^ 
dn dn \ 

Les lemmes (^Ij, (II) et (III) s'étendent évidemment, ainsi que les remar- 
ques qui s'y rattachent, aux fonctions/l x,y, z) de trois variables réelles, el 
en particulier aux fonctions V(x,y, z) qui satisfont à l'équation AV =.- o. 

3. Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Soit une fonction /( z) holojnorphe dans Vairc S de conz 
tour s, et prenant sur l'arc AU de s les v^aleurs f^ (5). S'il existe une fonc- 
tion 9(^), holomorphe dans un espace S' extérieur à ^ et attenant à 
AB, qui prenne sur AB les valeurs f^ (s) ^ la fonction F(z) égale àf{z) 
dans S, à o{z) dans S', est holomorphe dans Vaire totale 1^ formée par 
les deux aires S et S'. 

En effet, traçons dans S et S' les chemins ANB, AIN'B. Si x désigne un 
point intérieur au contour ABNA,a:' un point intérieur au contour ABN'A, 
on a (le sens AB étant le sens direct du premier contour) 

., , i r fiz)dz I r <p(z)dz 



. ,. 1 r o{z)dz I r /{z)dz 
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l^ir suite, 



ABNA "^ "^ " BANB ^ *^ 

_ rF{z)dz 



' /(5)-9(5)^:ï 



AB - — ^• 



(7 rcpréseiiUint le contour AN' BN A). La fonction F(x) est donc holo- 
inorphe clans 2. 

On peut remarquer que le théorème subsiste, si à tout le nombre e cor- 
respondent des longueurs / et /' et pour chaque point M de AB un chemin 
N'MN variant avec M d'une manière continue et tel qu'en prenant sur 
N MN, de part et d'autre de M, les longueurs MP — /, MP'= /, on ait, 
quel (jue soit M, |/(-) — 9(^' ) i5£, z ci z' étant les affixes des points P et 
P'. Cette condition est remplie par exemple si, z et z' étant deux points si- 
tués sur la normale en M à AB à la même distance d de M, on peut prendre la 
longueurs/ assezpetile pour que \/(z) — ^(-3') [soit inférieur à elelongde AB. 

D'après le théorème qui précède, on voit qu'une fonction V(z) uniforme 
et continue dans une aire S est holomorphe dans S ou y présente des 
espaces lacunaires: car, si elle est iiolomorphe en chaque point de S, sauf 
peut-être sur certaines lignes, elle est aussi holomorplie en chaque point de 
ces lignes. 

Ce tliéorème permet également d'énoncer la proposition suivante : 

Pour qu'une fonction /(z) définie du côté C de AB et holomorphe 
dans le voisinage de AU soit continuable au delà de cette ligne y il faut 
et il suffit qu'il existe une fonction de Zy 9(2) définie du côté opposé C 
de AB, uniforme dans le voisinage de KM et prenant la même valeur 
que f(^z) en chaque point de cette ligne (à l'exception j)eut-ètre des points 
d'un ensemble ponctuel). 

En particulier, si une fonction /(z) liolomorphe dans l'aire S de contour 
s prend sur une portion quelconque AB de s une valeur constante, elle est 
une constante dans S. Par suite, si deux fonctions/(.3) et f^ (z)^ holomor- 
phes dans S, prennent sur la coupure AB les mêmes valeurs, elles coïncident 
dans S ; car la djflërcncey(3) — /, (z), nulle sur AB, est nulle dans S. 

Les raisonnements qui précèdent supposent que la courbe AB admet en 
cliaque point M (sauf aux points d'un ensemble ponctuel) une tangente 
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variant avec M d'une manière continue. On peut donner de la dernière 
proposition une démonstration qui s'applique à une courbe continue quel- 
conque. 

Il suffît de prouver que, si la fonction /(z) holomorphe dans S s'annule 
le long de AB, elle est nulle dans S. Soit Zq et z, deux points de AB; po- 
sons z'= (z — ^o)(cosa -h /sina); à la ligne AB et à Taire S correspon- 
dent une ligne A'B' et une aire S' qu'on obtient en faisant tourner AB et S 
de l'angle a autour du point Zq. Posons de même z" = (z — 5,)(cosP -i- /sin^); 
à AB et à S correspondent A"B" et S". En prenant les points z^f, z, assez 
voisins, on peut choisir les angles a et ^ de telle sorte que les aires S, S', S" 
aient une partie commune 2 limitée par des fragments de AB, A'B', A"B". 
Considérons le produit /(z)J(z')/(z''). C'est une fonction de z holo- 
morphe dans 2, CRr/(z) est holomorphe dans S,/( j')dans S',/(y)dansS". 
De plus, ce produit P -h iQ s'annule sur le contour a de 2. Les deux fonc- 
tions P, Q, régulières dans 2, satisfont dans cette aire aux équations 
AP = o, AQ = o et s'annulent sur a; elles sont donc identiquement nulles. 
Il en résulte qu'un au moins des trois facteurs et, par suite, les trois facteurs 
du produit, sont nuls dans 2. La foncliony(3) est nulle dans Taire S. 

Ajoutons encore que, si la fonction /(z) est continue le long de AB et 
s'annule en des points formant un ensemble linéaire ayant AB pour limite, 
/(z) s'annule le long de AB; autrement, elle prendrait pour des points in- 
finiment voisins des valeurs discontinues; elle est donc identiquement nulle 
dans S. 

Nous allons appliquer immédiatement les remarques précédentes à Té- 
tude de quelques propriétés des fonctions définies par une relation implicite 
ou une équation difîérentielle. 

4. Théorèmes sur les /onctions implicites. — Soit/(z, u) une fonction 
uniforme de deux variables z et w, holomorphe quel que soit u (sauf pour 
Moo) quand z varie dans une aire simple S. Si Téquation en u,/(zq^ u) = o, 
(^o étant un point de S), a une infinité de racines, les points z pour les- 
quels l'équation n'a qu'un nombre donné, /2, de racines forment au 
plus dans 2 une suite ponctuelle, 2 étant un espace quelconcjue intérieur 
à S, sans points communs avec son contour s. 

Supposons que la fonction /(z, u) s'annule pour z = ^o, u ^= u^. Quand 

-^(zqj Uq) n'est pas nul, Téquation /(z, u) = o définit une fonction de u 
égale à Uq pour z = z^, et homolorphe dans le voisinage de z = Zq, Quand 
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-^ (zqj Uq) = Oj une dérivée -r-*^ ne s'annule pas pour Wp, z^ [autrement, 

/(^oï ^) ^st nulle identiquement, et /(z, w) contient en facteur une puis- 
sance de (z---Zq) qu'on peut supprimer]. La relation /= o définit alors 
une fonction égale à Uq au point Zq et admettant ce point comme point cri- 
tique algébrique : u est dans tous les cas développablc suivant les puissances 

de (z — Zo)''^S à rintérieur d'un certain cercle C. Ces propriétés rappelées, 
traçons dans S un chemin quelconque L de longueur finie joignant les 
points Zo, z. Prenons sur L un point z intérieur à G. La fonction u est 
égale h u en z (si z^^ est un point critique de w, on choisit arbitrairement 
une desjD -+- i valeurs de u). En raisonnant sur z comme sur Zq, et ainsi de 
suite, on arrive à un cercle comprenant z à son intérieur, à moins que le 
chemin z^^z ne rencontre un point singulier de u. Soit JJ ce point, je dis que, 
quand z tend i^ers Ç, u tend v>ers V infini. En effet, u ne peut tendre vers 
une valeur finie V; car le couple (Ç, r) serait analogue au couple (z©, u^). 
Supposons que u soit indéterminé; il existe alors un nombre R tel que 
I w(z) I soit inférieur à R pour des points z de L compris entre z' etÇ, si 
voisin que z' soit de Ç, et un nombre p tel que pour des points z et z,, com- 
pris entre z' et w, on ait \u{z) — w( z, )j>p. A l'intérieur du cercle (^, 
décrit dans le plan des u de l'origine comme centre avec R comme rayon, 
Téquation /(î^, u) -~ o a un nombre fini de racines w,, Wj, . . ., Wy, qui va- 
rient avec Ç d'une manière continue. (Quand un de ces points est sur C,, on 
donne à R une valeur un peu plus grande.) Traçons dans le plan des z un 
cercle y de centre Ç et de rayon assez petit pour que w,, w^, . . ., ^v quand z 
varie dans y, restent compris dans des cercles c,, c.^, . . ., Cy de rayon infé- 
rieur à '-> sans points communs et intérieurs au cercle C,. Soit enfin A le 

module minimum de/(z, u) (jnand z varie dans y, et u dans Tespace T in- 
térieur à C, et extérieur aux cercles c. On peut toujours, ahisi qu'il sera dé- 
montré dans un instant, prendre y assez petit pour que A ne soit pas nul, 
c'est-à-dire pour que /(z, u) = o n'ait pas dans C d'autres racines que les 
V valeurs u^, . . . , u^, (^)nand z tend vers J^, // qui varie avec z d'une manién* 
continue n'est ni constamment extérieur à C^, ni constamment intérieur 
à un cercle c, sinon | u(z ) - w(z,) | serait constamment inférieur à p. On 
voit donc que, pour des valeurs z' de z intérieures à y, u prend des va- 
leurs u intérieures à T. Mais i/(z', u') \ est au moins égal à A, et, par hy- 
pothèse, /(z', u') = o. I^a fonction u(z) ne peut être indéterminée, et par 
suite tend vers l'infini quand z tend vers Z. 
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Ce point établi, nous ferons encore les deux remarques suivantes, néces- 
saires à la démonstration : i*^ quand z^ varie dans une aire D intérieure 
à S, V équation /(z^j u) = o n admet qu'Hun nombre fini q de racines 
dont le module soit inférieur à un nombre donné M. En effet, pour chaque 
point Zo de 2, l'équation n'admet qu'un nombre q^ de racines répondant à 
la condition (en tenant compte des degrés de multiplicité). Il suffit de 
prendre pour valeur de q le plus grand des nombres q^^ quand z^ varie 
dans 2. Ce maximum existe, autrement q^ croîtrait indéfiniment quand z^ 
tendrait vers un certain point Ç. En ce point J^, Téquation n'admet qu'un 
nombre fini/? de racines (égales ou distinctes), de module égal ou inférieur 
à M; ces racines (^n ^2? • • •> ^p) sont développables dans un certain cercle, 

de centre ^ et de rayon r, suivant les puissances de (z — Ç) ou de {z — ^)* 
(/f étant un certain entier), et ces développements représentent toutes les 
racines de l'équation /= o qui tendent vers une dés valeurs p, , Cj, . . ., r^ 
(]uand Zq tend vers Ç. Mais pour des points z^ infiniment voisins de Ç, l'é- 
quation devrait être satisfaite par des racines u^ de module inférieur à M et 
distinctes des précédentes, par suite ne tendant vers aucune des valeurs 
t\, . . ., Py,, quand z^ tend vers X,. Autrement dit, pour des points Zq aussi 
rapprochés de X, qu'on voudrait, l'équation admettrait des racines u^ telles 
que les modules des différences Uq— p,, Uq — ^2? • • •? w© — Vp fussent supé- 
rieurs à un certain nombre h. Or, soit A le module minimum de/(Ç, u) 
quand u décrit l'espace T intérieur au cercle C, ayant M pour rayon et l'o- 
rigine pour centre, et extérieur aux cercles c, de rayon h et de centres 
p,, Pj, .... Pp. On peut décrire de X, comme centre un cercle y de rayon assez 
petit pour que, z variant dans y et m dans T, on ait constamment 

l/(Ç,«)-/(^,")i<^- 

Or, pour un point z' de y et u' de T, on devrait avoir 

/(g', u') —o et par suile |/iï, w') |< - , 

ce qui est impossible, puisque |/(2^, u') \ est au moins égal à A. 

2" Soit/(z) = P -f- iQ une fonction analytique de z. On sait que, si/(z) 
est holomorphe au point Zo = x^ -h iy^^ les deux fonctions P et Q ne peu- 
vent présenter au point z^ ni maximum ni minimum. Il en est de même si 
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3„ est un point critique algébrique défi s)- Kn effet, on peut développer 
yCs) de la manièi'c suivante : 

/(:;) ^ |> ^- ,Q ^. (P.+ ,Q„1 + «(- _ .-,)? + . . . . 

Si 3 (lôcrit/i fois un polit cercle de centre z^, P -H l'Q décrit un contour en- 
fermant P, -(- /Q, ; par suite, P prend des valeurs inférieures et supérieures 
Il Po dans le voisinage de x„^'o, et la même chose a lieu pour Q et Q,. 

Nous pouvons démontrer maintenant le théorème énoncé. Pour s = j,, 
l'érpialion a ]>ar liypothèsc une infmité de racines. Considérons dans l'aire S 
intérieure à S et comprenant z, tous les points z' pour lesquels Téquation 
_/"(:', u) =^ o n'a pas plus de n racines, et supposons que ces points forment 
un ensemble superiiciel. Ils comprennent alors tous les points d'une certaine 
aire S' ; car, si pour un point z^ l'équation /( 3,,, «) = o a n -)- i racines, ces 
{n + i) racines peuvent se dévelo|»por en série dans un certain cercle de 
centre ;„, et pour les points 3, de ce cercle, ré(|uation a (n + i) racines. 
('et espace S' est séparé du reste de ^ par une ligne continue L, et pour 
tout point =0 de L, l'équation /(lu, h) = o n'a pas plus de n racines; sioon 
il on serait de même pour los points do S' voisins de :,, 

De mémo, si les points -' forment un ensemble linéaire ayant pour limite 
une ligne L, pour tout point 3„ do L l'équation /(soi ") — <* n'a pas plus de 
n racines. Soit donc v le nombre maximum des racines do y(;„,u) = o 
<]uand =„ décrit un segment do L ( v est inférieur ou égal à /(). Pourr^ = Ç, 
l'équation _/" --- o a v racines. Si C est un point critique algcbri(|ue de Fune 
d'ollos, on le remplace par un point z^ voisin; au point z^ ainsi choisi, les 
V racines sont lioloniorpbcs et dévoloppables en série de Tajlor dans un 
coi'lain cercle C do centre ;„. 

Pour clos points z de (^ voisins de L ot extérieurs à S' (si S' existe), l'c- 
4junlion/(3, «) = o admet des racines «'distinctes des précédentes et ne se 
permutant pas avec elles à rintorieur do C. Joignons s à un point -, de L 
[lar un chemin de longueur finie contenu dans C : si la fonction u' est dé- 
iiiiie le long do X, elle tend vers l'infini quand z tend vers z^ sur X; sinon, 
le chemin X renferme un point pour lequel u' devient inliulc. 

Tout d'abord, si Ton peut séparer un nombre fini do valeurs de u' qui ne 
se permutent qu'entre elles dans le voisinage de L, lo produit u, . . . «} est 
uniforme au\ environs de L et doit tendre vers l'infini le long de cette 
ligne : le ihi'orènie établi dans lo paragraphe précédent montre que c'est 
impossible. 
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Il faut donc supposer que les valeurs de u' présentent dans le voisinage de 
L un nombre infini de points de ramification formant une suite linéaire. 
Appelons C, la partie de C extérieure à S'. D'après la remarque (i), il 
n'existe qu'un nombre fini q de valeurs de u' dont le module soît inférieur à 
un nombre donné M pour un point de C De plus, on peut toujours prendre 
le rayon de C assez petit pour qu'aucune de ces valeurs ne s'annule dans C, ; 
[il suffit que C, ne renferme aucun des zéros de la fonction /(:;, o), lesquels 
sont nécessairement isolés dans S, puisque f(^z^ o) est holomorphe dans 
cette aire]. Soit donc N le module minimum dans C, de ces q valeurs. Si 

nous posons V = -, la fonction V(j) n'est indéterminée pour aucun point 

de G, ; tout point z pour lequel une de ses valeurs ne s'annule pas est un 
point ordinaire ou un point critique algébrique de cette valeur. De plus, son 

module dans C< ne peut dépasser ^ = N^, et elle n'admet qu'un nombre fini 

q de déterminations dont le module pour un point de C< soit supérieur ou 
égal à un nombre donné M,. Enfin, si l'on joint un point de C, à un point 
Zq de L par un chemin X, toutes les déterminations de V(z) tendent vers 
zéro quand ;; tend vers z^ sur X, ou quand z rencontre des points intermé- 
diaires. Ceci posé, employons le raisonnement qui nous a déjà servi à la 
fin du paragraphe précédent. Soient z^ et z^ deux points de L; on pose 
^'= (v — :Jo)(cosa -h I sina), ^"= {z — ^,)(cos^ h- isin^), r^, r,, a et ft 
étant choisis de telle sorte que les aires C, et C* qui correspondent à C, aient 
avec C, une partie commune 2, dont le contour a, soit formé de fragments 
deL, L',L". Considérons alors leproduitç(ir) = V(:j) V(;;')V(^"). Chacune 
des fonctions V (z') et V(z") jouit dans C, et C, , et par suite dans l'aire 2< , 
des propriétés énoncées pour V(^). En conséquence, le produit ?(^) ne 
peut être indéterminé en un point de 2, ; si une valeur de 9(2;) ne s'annule 
pas en un point r, ce point est un point ordinaire ou algébrique de cette va- 
leur. De plus, I ^(z) I ne peut dépasser NJ dans 2,; et, si :; décrit un chemin 
X joignant un point de 2, à un point z^ de a^, toutes les déterminations de 
9(-î) s'annulent quand z tend vers ^0 sur \ ou rencontre des points inter- 
médiaires. Enfin, 9(2) n'étant pas identiquement nulle dans 2,, pour un 
point z de cette aire, une valeur de ç(^) a un certain module A. 

D'autre part, chacune des trois fonctions V, V', V" n'admet qu'un nombre 
fini ç de déterminations dont le module prenne dans 2, une valeur supé- 
rieure ou égale à ^- Si Ton considère une détermination de V qui ne satis- 

II. — Foc. de T. B.5 
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fasse pas à cette condition, le produit V V'V" a un module inférieur, dans 

i),, à ^|V'| X |V"| ou, a fortiori^ à A. Il en est de même pour les dctermi- 

iialions analogues de V' et V". Pour tout point :r de 2,, il ne saurait donc 
exister que q^ valeurs de ç {z) au plus, dont le module soit supérieur ou égal 
à A. Formons pour chaque point de 2, les q^ valeurs de 9(5) de plus grand 
module. Ces modules, étant inférieurs à N], admettent une valeur maxima P, 
qui correspond à un point z' de 2,. Ce point z' ne peut être sur le contour 
a, ; autrement dit, le module d'une valeur de ^{z) ne peut tendre vers P 
quand z tend vers un point de L, puisque ce module doit tendre vers zéro. 
De plus, P n'étant pas nul, ce point z' est un point ordinaire ou algébrique 
pour la valeur ç(^') dont le module est P, ainsi que pour la fonction 
log9(-3) = LP(x*,j^) -h /6. Mais la valeur pour z = z' de la fonction 
LP( .r,y) doit être supérieure ou égale aux valeurs qu'elle prend pour les 
points voisins, ce qui est impossible d'après la seconde remarque. Le théo- 
rème est donc démontré. 

Nous avons supposé que pour toute valeur de z intérieure à S la fonction 
/(Zju) était liolomorphc dans le plan des u. Mais le raisonnement s'ap- 
plique aussi bien si, pour les mêmes valeurs de :;, /(zj u) admet, dans le 
plan des w, m points essentiels a,, a^, ...,«;,, et des p()les en nombre quel- 
conque (a,, . . ., a„^ étant des conslantes). 

On démontre alors, comme plus haut, que, si un point :;o ^^^ un point 
singulier (non critique algébrique) d'une racine w(w), cette racine tend né- 
cessairement vers une des valeurs a,, a^, . . ., a,„, quand z tend vers Zq\ en 
outre, si z^ varie dans une aire 2 intérieure à S, l'équation /(z,,, u) = o 
admet au plus un nombre q de racines telles que le module du produit 
(u — a,) (w — «2), ...,(;/ — a^n) soit supérieur à un nombre donné M. On 
pose V(:?) r= (u — a,), ...,(« — a„); il suffit de répéter identiquement le 
raisonnement fait sur V( j) dans le premier cas. 

Le théorème subsiste encore si les affixes des points a,, «a, ...,«;„ ne 
sont pas des constantes, mais dépendent analytiquement de z. A chaque 
point z de S correspondent m valeurs «o a^, . . ., a,„ fonctions analytiques 
de z. Les quantités 2a/, ^aiaj, . . . sont dans S des fonctions uniformes de 
j, qui n'admettent que des pôles isolés; en conséquence, a,, a^, . . ., a,„ sont 
racines d'une relation algébrique 

l>''"9/i/(-) -hU"'-»9,„_,(c) -h. . .-h9o(-) - o. 
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OÙ ç,„, ç„,-,, . . ., ?o sont holomorphes dans S. Il suffit de considérer le pro- 
duit 

et de raisonner sur V comme dans le premier cas. On voit que V devrait 
être identiquement nul, ce qui est impossible, puisque /( 2, w) = o par hy- 
pothèse, et que/(z, a,) est indéterminée. 

Nous pouvons, en définitive, énoncer le théorème suivant : 

Théorème II. — Soit/(^, u) une fonction uniforme des deux variables z 
et tt telle que, pour toute valeur z^ de z intérieure à une aire S, la fonction 
/{zq^ u) ne présente dans le plan des u que m points essentiels, dont les 
affixes sont des fonctions analytiques de z. Si V équation f{z^ u) = o 
n admet qu'un nombre n de racines pour des points z' formant dans une 
aire 2» intérieure à S, une suite linéaire^ il en est de même pour tous les 
points z de S. 

En effet, si L désigne une ligne limite de la suite des points z', la démons- 
tration précédente prouve que l'équation ne peut avoir plus de n racines 
pour les points z, voisins de L. Considérons donc tous les points de S pour 
lesquels/^ o n'a pas plus de n racines. Ces points forment une certaine 
aire S'; si S' est intérieure à S, elle est séparée du reste de S par une ligne* 
L', et pour des points z voisins de L', intérieurs à S et extérieurs à S', Té- 
quation/= o doit avoir plus de n racines, ce qui est impossible. La fonc- 
tion u(z)j définie par/= o, n'admet dans S que n valeurs au plus, et n'y 
est jamais indéterminée. On en conclut qu'elle vérifie une relation de la 
forme 

0/,, u" -h ^n-i """* -f- ... -h ^0 — O, 

j'rt, 'j'n-i, . . M ^0 étant holomorphes dans S. 

En particulier, supposons que la fonction /satisfasse aux conditions pré- 
cédentes pour tous les points Zq du plan z, sauf pour les points z^ d'une 
suite ponctuelle [ces points ^o sont des points essentiels de la fonction 
/(Zj Uq)^ quel que soit Wq]- Si, pour un point z^ , l'équation en u^f{z^ , t^) = o, 
a une infinité de racines, les points z pour lesquels elle n'en a qu'un nombre 
donné n ne forment dans le plan qu'une suite ponctuelle. Les points z„ 
sont les seuls où une racine u puisse être indéterminée. Soit, par exemple, 
l'équation ë^=f(^z)^ où /(2) est uniforme dans le plan des z et admet des 
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[)oints essentiels ^o cl des zéros z' ayant ces points pour limites : pour tous 
les points z\ Tcquation n'a pas de racines, et pour les points z^^ u est indé- 
terminée. 

Considérons, pour terminer, une fonction /(:;, u) telle que, pour tout point 
j„ de Tiiire S, la fonction/^ j©? ") présente dans le plan des i^ des points essen- 
tiels formant une suite ponctuelle, les affixes de ces points a, , a^, . . ., a^, . . . 
dépendant analytiquement de z. Les valeurs a,, . . ., a^, . . . doivent donc être 
considérées comme les diverses déterminations d'une fonction analytique 
A(j). Nous supposons qu'une quelconque de ces déterminations ne pré- 
sente pas dans S une suite linéaire de points critiques. D'une manière plus 
précise, quand on part d'un point z^ de S avec une détermination particu- 
lière ûf/(i?o) et quW fait varier z^ de manière à le faire passer une fois et 
une seule par chaque point de S, en contournant tous les points critiques de 
la valeur a/(r) considérée, on définit une branche cii{z^ pouvant présenter 
des coupures dans S et ne prenant qu'une valeur en tout point de S exté- 
rieur à ces coupures. Nous admettons que les points critiques de chacune 
de ces branches ne forment pas dans S une suite linéaire. Ces restrictions 
faites, on peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème III. — Si, pour tout point z^ d'une aire S, la fonction /(jq? w) 
n'admet dans le plan des u qu'une suite ponctuelle de points essentiels 
a,,<22, ..., «mj .•• (les affixes de ces points dépendant analytiquement de 
Jo)j toute racine u{z) de l'équation f{z^ u) = o uni/onne (ou ne prenant 
que n valeurs) dans une aire ^ de contour a, intérieure à S, est conti- 
nuahle au delà de o", et ne présente dans 2i que des pôles isolés (ou des 
points critiques algébriques). 

On établit encore que, si t est un point singulier d'une racine u{z)^ z ten- 
dant vers *C sur un chemin X de longueur finie, u(z) tend nécessairement 
vers une des valeurs a,n(X,) cl ne peut être indéterminée. La démonstration 
est la même que celle qui sera donnée d'une proposition analogue concer- 
nant les équations diiïérenlielles, et d'où résulte d'ailleurs la précédente. 
Les points singuliers de la fonction u{z) dans 21 ne peuvent donc être que 
des pcMes (ou des points critiques algébriques). Admettons qu'elle soit uni- 
forme dans 21 et qu'elle présente une ligne singulière L : quand z tend vers 
un point ^ de L sur un chemin X, en restant du même côté de L, u(z) tend 
vers une des valeurs a,nÇ^)^ qui est indépendante de X et varie avec X, d'une 
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manière continue ; autrement, d'après les lemmes établis au début de ce 
Chapitre, u(z) serait indéterminée quand z tendrait vers L sur certains 
chemins. Les valeurs de u(z) le long de L coïncident donc avec une déter- 
mination a,„(z) de A(:j), qui, par hypothèse, ne présentant pas dans 2 de 
suite linéaire de points critiques, est uniforme le long d'un certain segment 
L' de L. Les deux fonctions u(z) et af„(z) uniformes d'un côté de L' dans 
le voisinage de cette ligne, et coïncidant le long de cette ligne, coïncident 
identiquement, d'après le théorème fondamental, ce qui est impossible 
puisque /[«m(-^)) ^] est constamment indéterminée. 

Le raisonnement subsiste si u(z) prend dans 2 les n valeurs u^^u^^ . . . , w,,, 
à condition de considérer le produit 

qui s'annule sur L. 

Quand /(j, u) satisfait aux conditions énoncées, sauf pour des points Zq 
de S qui ne forment pas de suite linéaire [ces points sont des points essen- 
tiels de/(:?, u^)^ quel que soit Wq]? ^^ fonction u{z) peut admettre ces 
points Zq comme points d'indétermination (points essentiels), et, par suite, 
comme points limites de pôles ou de points critiques algébriques. 

Remarque. — Si la fonction /(j, u) est une fonction multiforme, mais 
peut être considérée comme définie par une relation G(/, :?, tt) = o, G 
étant uniforme, on remplace l'équation /=o par G(o, J, w) = o. Mais 
quand /(z, u) est une fonction multiforme quelconque, les théorèmes pré- 
cédents cessent d'être exacts. Considérons, par exemple, une équation 
^ — o (^) = ^» 5" étant une fonction multiforme qui n'admet dans le plan 

des u qu'une suite ponctuelle de points singuliers ao, . . . «,«, Quand z 

tend vers un point singulier Ç, d'une racine w(:^), u tend vers une des va- 
leurs a,^, ou est indéterminée. Mais, dans ce dernier cas, on ne peut trouver 
p déterminations de^(«^), telles que, pour des valeurs voisines de Ç, u satis- 
fasse à la relation F(z, u) = (w — g\){^ — ^2) . . . (^ — gp) = o. Sinon, en 
raisonnant sur l'équation F = o, on verrait que u tend vers une limite quand 
z tend vers Ç. Il faut donc qu'on puisse former avec des valeurs de g(u) une 
suite^--^,(w), î; — g^a(w), ..., 'Q — gq{u), ..., telle que |î^ — ^^(«^)| tende 

vers o avec -> quand u décrit un chemin fini dans le plan, et, par suite, 

quel que soit u. Une racine u{z) ne saurait donc présenter une coupure L 



B.38 p. PAINLEVÉ. 

(dans le voisinage de laquelle elle ne prend que n valeurs), à moins que la 
condition précédente ne soit remplie pour tous les points Ç de L, ce qui 
exige que les valeurs z de g(u)^ pour tout point w, forment une suite li- 
néaire ayant L pour limite. Un exemple de ce fait est oflcrt par la fonction 
modulaire z = a)(tt). La fonction inverser = ç*(ci>) est uniforme et pré- 
sente Taxe des valeurs réelles pour coupure : les valeurs de co qui corres- 
pondent à un point u forment une suite linéaire, ayant cet axe pour limite. 
La môme méthode va nous permettre de démontrer un théorème utile 
dans la théorie des équations différentielles du premier ordre. 

5. Théorème sur les fonctions définies par une équation différen- 
tielle. — Soit-r: =f{^^ w) une équation difTérenticlle du premier ordre, 

OÙ f(zj u) est une fonction uniforme de z el u quand z varie dans une aire 
S et w dans le plan des u. Nous rappellerons d'abord quelques propriétés 
connues de l'intégrale d'une telle équation. 

Si une intégrale u(z) tend vers u^ quand z tend vers z^^ f{zQ^ u^) étant 
holomorphe, cette intégrale est elle-même holomorphe dans le voisinage de 
j„, et développal)le par suite en série de Taylor dont on sait calculer les 
coefficients. Il n'existe pas d'autre intégrale prenant au point z^ la valeur 
;/o, c'est-à-dire tendant vers Uq quand z tend vers z^ sur un chemin de lon- 
gueur finie. 

Si la valeur de /(:?(,? '^o) ^st infinie, il existe toujours une dérivée de y 

par rapport à u d'un certain ordre 1 — y par exemple 1 , qui ne s'an- 
nule pas pour ( Jo? ^o)? et le point z^^ est un point critique algébrique de 
u(z) autour duquel se permutent/? -h i valeurs. 

Quand, z tendant vers j,,, u tend vers l'infini, on pose u = ;- ? et la fonc- 
tion w, vérifie l'équation 



iU 



in 



— «î/f-, ^)~-^»^^' "')• 



^i/i(^o> o) est holomorphe, z^^ est un pôle de w(^); ûf^^z^^ o) est infinie, 
j„ esta la fois un pôle et un point critique algébrique de l'intégrale. 

Ce qui précède s'étend au cas où le point z^^ est le point oc du plan des z\ 
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on pose alors :r = ^; Tintégrale " ( 7- ) vérifie réquation 

et Ton étudie cette équation dans le voisinage de ^, = o. 

Ajoutons que la valeur de /(^o?"o) P^^t être indéterminée, soit parce 

que I/o est un point essentiel de la fonction /(z^, u)^ soit parce que/(2, u) 

p 
est de la forme tt et que P(>3oï ^0) = Q(^o) ''o) -- û. Enfin, /(^o? ^) ^sl 

parfois infinie ou indéterminée, quel que soit w; dans ce cas, l'intégrale 
u{z) peut elle-même être indéterminée quand z tend vers z^. 

Nous supposerons que, pour tout point z^ de Taire simple S, la fonction 
y*(zo, u) n'admette dans le plan des u qu'une suite ponctuelle de points es- 
sentiels (ou d'indéterminations) dont les affixes a,, . . .,«,«, . • • dépendent 
analytiquement de ^0, ainsi qu'il a été expliqué dans l'énoncé du théo- 
rème III (les points a,„ comprennent le point oo , si/, (-Jq? o) n'est ni holo- 
morphe, ni infinie). Les pôles de/(Zo, w), 6,, 63, 6,„, . . ., ne forment eux- 
mêmes, en conséquence, qu'une suite ponctuelle [il n'existe pas dans S de 
points Zq pour lesquels y(^o, u) est infinie ou indéterminée quel que soit u\. 

Dans ces conditions, soit Wo 1^^ valeur d'une intégrale au point ^o?/(^o? "0) 
étant holomorphe. Si z^ partant de z^, décrit un chemin X de longueur finie, 
on peut prolonger u{z) le long de X à l'aide de la série de Taylor, à moins 
qu'on ne rencontre un point J^qui soit un point singulier de u(^z). Si ce point 
n'est ni un pôle, ni un point critique algébrique de u{z)^ je dis que u(^z) 
tend nécessairement vers un des points a, (î^), . . . , a,;,(ÎI), ... quand z tend 
vers Z>. 

Tout d'abord, l'intégrale u{z) ne peut tendre vers une valeurs' distincte 
des valeurs a,^(^); car, /(s, w') étant déterminée ou infinie, î^ serait un point 
ordinaire ou algébrique de w(^); de même, u ne peut tendre vers l'infini 
[si le point 00 n'est pas un des points a,n(01» ^'"^^fs (^j ^) ctant déterminée 
ou infinie, X, est un pôle ou un point critique algébrique de u(^z), D'autn; 
part, rintégrale peut-elle être indéterminée ? Il existe alors un nombre R tel 
que I w(^) I soit inférieur à R pour des points z de X compris entre z' et JI, si voi- 
sin que z' soit de J^, et un nombre 2p tel que pour des points j et :?, , compris 
entre z' etJ^, onait| u{z^)— u(z) |>2p. Traçons dans le plan des w un cercle 
C ayant Forigine pour centre et de rayon R, et un cercle C'concentriqueà C, et 
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de rayon R' supérieur àR;R' = R-i-A.A l'intérieur de C les points singuliers 
a,„,6,„de/(Ç, w) ne forment qu'une suite ponctuelle. Nous admettons qu'aucun 
de ces points ne se trouve sur C ou C (sinon on augmenterait un peu R ou R'). 
On peut donc enfermer les points a,„^ b,^ dans/? cercles c, dont les centres 

sont certains de ces points (a^, . . ., a^), de rayon /'inférieur à £> et tels que, 

les p cercles c' concentriques et de rayon double 2/*, n'aient entre eux ou 
avec C et G' aucun point commun. La distance minima de deux points si- 
tués respectivement sur les circonférences de deux cercles c , C ou C est 

k 
donc un nombre fini k. Désignons par k la plus grande des quantités ^ 

et ^ • Pour des points z voisins de Ç, les points a,;,, b„^ sont compris dans p 

cercles de centres a, (^), ...,a^(:?)et de rayon r', /•' différant peu de r. 
Traçons dans le plan des z un cercle y de centre Ç et de rayon S assez petit 
pour que ] a^(2) — a^(J^)|et|r' — r\ soient inférieurs à k' quand z varie 
dans y. On voit qu'alors les points a,n^ h^ restent compris dans p cercles c, 

de rayon p' inférieur à ^ et tels que les/? cercles concentriques c,, de rayon 

double, n'aient pas de points communs entre eux, ni avec C et C'. Ceci 
posé, appelons S, l'espace de C extérieur aux cercles c,, So l'espace de G 
extérieur aux cercles c\^ M le module maximum de f{z^ u) quand z varie 
dans Y et u dans S,. Pour tout point z^ compris dans un cercle y' concen- 

trique à y et de rayon S'=-> et pour tout point u^ de S^, la fonction 

/( j, u) est holomorphe et de module au plus égal à M quand ;; varie dans 
un cercle de centre ir^ et de rayon o', et u dans un cercle de centre u^ et de 
rayon /, / désignant la plus petite des quantités h et p'. On en conclut que 
toute intégrale, égale à Uq au point z^^ est holomorphe dans un cercle de 

centre z^ et de rayon d =^ -\i — e ^^y, 

Mais, si voisin que :;' soit de Zy z décrivant X entre z' et Ç, u(z) qui varie 
avec z d'une manière continue n'est ni constamment extérieur à C, ni con- 
stamment intérieur aux cercles c\ ; donc, pour des valeurs de r^ telles que 
! j„ — ^1 soit inférieur à c/, u coïncide avec des points Uq de Sa; mais il 
n'existe qu'une intégrale égale à u^ au point ^„, et cette intégrale est holo- 
morphe dans un cercle de centre Zq et de rayon rf, par suite au point Zj ce 
qui est contraire à Thypothèse. 
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Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Soit une équation diff'érentielle du premier ordres 

-r^ =^f(^z^u)^ dont le coefficient f{z^ u) est uni/orme quand z varie dans 

s et u dans le plan des u. Si, pour tout point z^ de S, les points d'indé- 
termination de /(zq, u) ne/orment dans le plan des u qu'une suite ponc- 
tuelle (dont les ajffixes dépendent analytiquement de z^, avec les restric- 
tions indiquées), toute intégrale u(z) uniforme (ou ne prenant que n 
valeurs) dans une aire D de contour a, intérieure à S, est continuablr 
au delà de a et ne présente dans 2 que des pôles (ou des points critiques 
algébriques). 

La démonstration est identiquement la même que celle du théorème IIL 
On voit que, si l'intégrale u(z) présentait une ligne singulière, elle devrait 
coïncider avec une des fonctions a,n{z)^ ce qui est impossible. Remarquons 
que, par la même raison, les points z, tels que u(z) coïncide avec une des 
valeurs a,„(z), ne peuvent former dans 2, pour chaque intégrale w(j), 
qu'une suite ponctuelle. 

Quand les conditions précédentes sont remplies pour tous les points de S, 
sauf pour certains points z^ [ces points sont des pôles ou des points essen- 
tiels de/(z, Wp), quel que soit w^], le théorème subsiste, à cela près, (jur 
les points z^ peuvent être des points d'indétermination (points essentiels) de 
u{z). 

Le théorème subsiste également si la fonction/(z, u) admet p valeurs 
/m /a? '*"i fp quand z varie dans l'aire S et i/ dans le plan. Autrement dit, 

fM.iL 

-r; est racine d'une équation algébrique 

F(w', «, z) — (fp{z, ii)u'P-h 9,,-i(«, u)u'P-^-\-,, , -\- 9o(5, m) = o, 

les fonctions ç^,, ...,?o vérifiant les mêmes conditions que la fonction 
/(z, u) précédemment. 

Pour chaque point j^q de S, la fonction /(^o, u) admet des points d'in- 
détermination a,, . . ., a„t^ . . ., formant une suite ponctuelle, des pôles ft,, 
l^'it • • M ^//ï? . . ., c^ des points critiques c,, c^, . . ., c,„, . . . formant également 
une suite ponctuelle dont a,, . . ., a,„, . . . sont des points limites. Les valeurs 
c,(j), ..., Cfn{z)^ ... vérifient la relation obtenue en éliminant u' entre 

V ^ O et-r-7 = O. 

au' 

H. — Fac. de T. B.G 



B-V^ I'. PAINLEVK. 

Rappelons qu'il n'existe en général qu'un nombre fini d'intégrales pre- 
nant au point z^ la valeur c„t(z^) et que z^ est un point critique algébrique 

de ces intégrales; il n'y a d'excej)lion que si la quantité "ir H" t~ '^' ®st nulle 

pour z = Jq, u =- r,Jz^)j u' — /( jj,, C;„ ). Ceci n\i lieu d'ordinaire que pour 
des points particuliers z' de S. Quand les trois relations 

F--0, -: ;— O, - -H -M--0 

Ou 0^ i)ti 

sont compatibles pour toute valeur de j, r^ n'est encore en général qu'un 
point algébrique des intégrales égales à c,n(^o) pour z = Zf^]i\ n'y a d'ex- 
c<;ption que pour des points particuliers z' vérifiant une certaine relation 

distincte de F ^^ o, -r-r = o. 

' au 

Ces remanjues faites, on voit, comme plus haut, que (les points 5' ex- 
ceptés), si un point z^ est un point singulier non algébrique de l'intégrale 
u(z)j u tend nécessairement vers une des valeurs a^^z^) quand z tend 
vers Zq, Pour les points j', u peut tendre aussi vers une valeur c,,( j'). On 
lire de là les mêmes conclusions (jue plus haut : si u{z) est uniforme, on ne 
prend que n valeurs dans ^, u est continuable au delà de ex et ne préscnto 
dans 22 que des ])oints singuliers algébriques. 

Les seuls points où une intégrale u\z) puisse être indéterminée sont, 
comme précéd(»mmenl, les points j,>, pôles ou points d'indétermination d<î 
/(w, Wfl ), ([uel que soit f/„. Il peut existiTdes points :;, qui soient pour toute 
valeur de Uq (1<»s points critiques (mais non de discontinuité) àcfi^z^ w©); 
dans ce cas, /(j, u^) cidmet j, comme point crilicpie algébrique d'ordre /> 
au plus; et/i 3, u^ ) s(» met sous la form<î 



lu m 



J 

Si Ton pose» (z — w, )'' 1- /, on voit (\\u* Téquation 

^^u , ^ 

-^- ptp~'/iz,^-tf\u) 

ne présente plus pour / = o la même singularité; u{t) ne pouvant être indé- 
terminée pour / = o, il en est d(* mémo d(* u(z) j)our :; = :;,. 

Vax particulier, supposons ([ue W co(»nici<Mil dilTér(Mitiel/( 3, w) soit luii- 
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forme ou ne prenne que n valeurs quand z ci u varient respectivement dans 
tout le plan. De plus, pour toute valeur z^ de z^ sauf pour les points z^ 
d'une suite ponctuelle, les points d'indétermination de/(zoï ") ne forment 
dans le plan des u qu'une suite ponctuelle dont les affixes dépendent ana- 
lytiquement de z^. Pour les points z^^f{z^ u^) est infinie ou indéterminée 

quel que soitw^. Le point oo est un point S|, si, pour j'= o, 77ï/(77>Wo ) 

est discontinue, quel que soit Wq. Nous convenons de dire, pour abréger, 

que le coefficient f(^z^u) ne présente que des singularités ordinaires^ 
quand les conditions précédentes sont vérifiées. Dans les applications qui 
vont suivre, nous admettrons toujours (à moins d'indication contraire) que 
les fonctions /(>3, u) considérées rentrent dans cette catégorie. 

Cette hypothèse faite, si une intégrale u{z) est uniforme dans tout l'es- 
pace du plan où l'on peut la prolonger, elle ne saurait présenter de coupure 
i){.par suite existe dans tout le plan. De plus, elle ne peut admettre d'au- 
tres points essentiels que les points z^ . 

De même, si une intégrale u{z) ne prend que n valeurs dans l'espace du 
])lan où elle existe, elle existe dans tout le plan et vérifie une équation al- 
ébrique 



S 



"'*?«(-) -+-... -h cpo(-), 



OÙ les fonctions ^n(^)? • • •? ?o('^) ^^^^ uniformes et ne présentent pas dans 
le plan des z d'autres points essentiels que les points z^ [ces points z, ne 
sont pas d'ailleurs nécessairement des points essentiels de u{z)\. 

Si les points z^ n'existent pas c'est-à-dire si la fonction /(z, u) n'est dis- 
continue quel que soit u pour aucun point z, du plan et s'il en est de même 
de la fonction -ï/(-> u\ u toute intégrale uniforme de l'équation est né- 
cessairement une fraction rationnelle de z\ toute intégrale qui n'admet 
que n valeurs est nécessairement une fonction algébrique de z. 

Nous allons donner quelques applications des résultats précédents. 

6. Applications du théorème précédent. — En premier lieu, j'envisage 
Téquation 

dz ^Q(5,i/)' 
où P et Q sont deux polynômes en z dont les coefficienis sont des fonctions 
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uniformes de u (ou admeltent/? valeurs). Pour que la remarque précédente 
s'applique à cette équation, il faut et il suffit que le dénominateur Q ne 
renferme aucun facteur de la forme z — a^ a étant indépendant de Uy 
et de plus que le degré en z du dénominateur surpasse d'au moins deux 
unités le degré correspondant du numérateur. Ces conditions remplies, 
toute intégrale de l'équation, qui ne prend que n valeurs dans l'espace du 
plan où elle existe, est nécessairement algébrique. 

Quand P et Q sont deux polynômes en z et m, on peut trouver (ainsi que 
nous le montrerons dans un autre travail) toutes les fractions rationnelles 
qui vérifient l'équation différentielle. Si les conditions précédentes sont 
remplies, on est certain d'obtenir ainsi toutes les intégrales uniformes. 

Au lieu de Téquation (a) 

du _ P(z,it ) 
dz " Q(-3, w)' 

on peut considérer une équation de la forme 

où V est un polynôme en u' et en z. Si le coefficient '\fp(z^ u) de la plus 
haute puissance u'^ de u' ne renferme aucun facteur de la forme 
{z — a) {a étant indépendant de w), et si de plu^ le degré en z de 
']^/i(^j w) surpasse d'au moins ^(p — q) unités le degré correspondant du 
coefficient de w'^, '|^(^, ^), toute intégrale qui ne prend que n valeurs dans 
Tespace où elle existe est nécessairement une fonction algébrique de z. 
Mais je n'insiste pas davantage ici sur cette première application, qui nous 
entraînerait hors du sujet. 

7. Comme seconde application, nous allons rechercher la forme de Té- 
quation 

[où/(^, w) est uniforme], quand l'intégrale générale de cette équation est 
elle-même uniforme. 

Nous démontrerons d'abord que l'intégrale générale peut s'écrire dans 
ce cas 

.A/n ?o» ?i étant des fonctions uniformes de ^, et A une constante. 



srn LES I.ICSES siscuutnES des fonctions an\i.ytiches. B.'jÎ 

Sojl H, la valeur au point 3„ d'une inlcyrale u(s) : désignons par C cl C 
des cercles de rayon p et r, décrits respectivement de z„ et de h„ comme 
centres, à rinlérieur et sur le contour desquels /(s, tr) esl liolomorpliecide 
module inférieur à M. 

Ou sait que rintégralc « peut se développer ainsi : 



(5) 



h(=- 



>.)'''(îo."o)-t 



^(= 



=0)" 



la série (3) convergeant pour toute valeur de z intérieure à un cercle de 
centre ;„ et de rayon p \i — e'^fj. Donnons à «„ une valeur quelconque v, 
intérieure à un cercle C, de centre «„ et de rayon — La fonction /(z, u) 
esl holomorphe quand s varie dans C, et u dans un cercle de centre v et de 
rayon -> et son module est au plus égal à M. Par suite, la série (2) 






converge pour toute valeur de s telle que | 3 — -„ I ^"^'t inférieur l'i 
p \i — e'"''/ et pour toute valeur de c telle que \v — u„\ soit inférieur à 
-; elle converge en outre uniformément, comme il résulte aussitôt de la dé- 
monstration de Briol et Bouquet. 

Les termes de la série étant des fonctions liolomorphcs de v dans C, , pour 
toute valeur de z intérieure à C, « est fonction holomorphe de v dans C,, 
d'après les théorèmes sur les séries établis dans le premier Chapitre. 

Ceci posé, admettons que l'intégrale générale de l'équation (i) soit uni- 
forme; une quelconque des intégrales particulières, u(z), ne peut présenter 
dans le plan que dos points singuliers ^, formant une suite ponctuelle. Ces 
points sont des pôles ou des points essentiels; dans ce dernier cas, ils appar- 
tiennent à l'ensemble ponctuel des points z' pour lesquels /( s, u) esl dis- 
continue, quel que soil u. De plus, les points z, du plan tels que la valeur 
u(z, ) rende_/'(«, 3,) discontinue ne forment également qu'une suite ponc- 
tuelle. Désignons par E l'ensemble de tous ces points singuliers [à chaque 
intégrale «(=) correspond un ensemble E], Soil enfin c la valeur de l'inté- 
grale «(z) au point =0; pour toute valeur ii^ de v, distincte des points 
a,(za), .. .,a,„(za), ... [tels que /(z„,a,„) soil discontinue], l'intégrale 
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u(z) = F(z, p) a une valeur unique et déterminée en chaque point du plan 
Zy sauf aux points de l'ensemble E. Je dis que u(z) est une fonction analy- 
tique de p; la chose vient d'être démontrée pour les points Z voisins de 5„. 
Prenons dans le plan des z un point Z quelconque, qui ne coïncide avec 
aucun des points singuliers E de l'intégrale u(Zj Wo), et joignons z^Z par un 
chemin L qui ne renferme égîilement aucun des points E. Quand z décrit 
L, u(z) --= V(Zy w„) décrit un chemin L'. Soit Z' un point de L. On peut 
trouver deux nombres p et r, indépendants de la position de Z' sur L et tels 
(|uYmi décrivant deux cercles, le premier C d(; centre Z' et de rayon p, le se- 
cond C de centre w(Z', Uq) et de rayon /•, /(j, u) soit holomorphe et ait 
un module inférieur à M, quand z varie dans C et w dans (1' (en effet, pour 
chaque point Z', /• et p existent; il suffit de prendre leurs valeurs minima 
(|uand Z' décrit L; ces minima existent, sinon r ou p tendrait vers zéro 
(|uand z tend vers un point Z', mais en ce point Z', /• etp ont une valeur dif- 
férente de zéro, et Ton en conclut qu'il en est de même pour les points voi- 
sins). Il suffit de prouver que F(Z, c») est fonction holomorphe de p pour 
des valeurs de ç voisines de ;/„; décrivons du point z^ comme centre un 

cercle (^o ^^ rayon R = p\^i — e^^^ ) et du point u^ un cercle C„ de rayon 
-; si Z' est un point de L intérieur a (^o, la série 



r'---- F(Z', r) -. iM- (/;- z,)ii\v) -h. . . 

(*st fonction holomorphe de v dans le cercle C'^,; pour des valeurs ç voisines 
de i/oî ^' prend des valeurs voisines de U'= E(Z', Wo); décrivons alors un 
cercle (^, du point Z' comme centre avec R comme rayon, du point U' un 

cercle (1\ de rtiyon -; et soit Z" un point de L intérieur à C, et compris 
n\{vc 71 et Z. La série 

«»st fonction holomorphe de v' dans C, , par suite fonction holomorphe de v 
dans 1(» voisinage de Wq. l'^n raisonnant sur 7" conmie sur Z' et ainsi de 
suite, on arrive à un cercle C renfermant Z, et Ton voit que V = F(Z, r) est 
fonction holomorphe de v dans le voisinage de u^ ; la proposition est 
établie. 

La fonction u — F( j, r) est donc une fonction analytique des deux va- 
riables z et r. Si l'on excepte les valeurs z' pour lesquelles /(z, //) est dis- 
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continue, quel que soit m, F(z, p) est pour tout système z et v déterminée 
ou infinie. Si, pour une valeur z,, F(z,, v) est infinie en des points v for- 
mant une coupure, F est infinie dans tout le plan v\ ceci ne peut avoir lieu 
que pour les points Z, d'une suite ponctuelle, sinon F(j, Pq) serait infinie en 
tous les points Z, d'une suite linéaire, par suite dans tout le plan Z, quel que 
fût Vq, En conséquence, la fonction u{z^v) pour toute valeur de ;: (sauf 
pour les points d'une suite ponctuelle) est définie dans le plan des v et n^y 
présente que des pôles. 

Le raisonnement précédent démontre en toute rigueur que la fonction 
F(:j, i^), où l'on donne à v une valeur quelconque différant des valeurs 
^1(^0)5 • • M ^/«(^o)? • • M vérifie l'équation différentielle (1). A deux valeurs 
de p correspondent deux intégrales distinctes, puisqu'elles sont uniformes 
et prennent au point Zq deux valeurs v différentes. On sait d'ailleurs qu'en 
un point Z du plan :; il n'existe qu'une intégrale u{z) prenant la valeur U, 
si/(Z, U) est holomorphe. Posons donc 

U = F(Z,i>), 
U étant une valeur quelconque, distincte des valeurs 

F[Z, ai(5o)], ..., F[Z, «,„(5o)], ... 

et telle que F(Z, U) soit holomorphe. Cette équation en p ne peut avoir 
plus d'une racine, car si elle en avait deux, p^ ^^ ^'n l^s deux intégrales 
F(z, Po)? F(.â,, ç^) seraient distinctes et prendraient au point Z la même 
valeur U, ce qui est impossible. Il en résulte que la fonction F(Z, v) est de 

la forme --; jy» A, B, C, D dépendant de Z, et, comme ceci a lieu quel que 

soit Z, l'équation (1) est vérifiée par une fonction u{z)=^ }''J — nf^' 

où l'on donne à s> une valeur constante (A, B, C, D étant des fonctions uni- 
formes de z qui ne présentent dans le plan que des points essentiels). Toute 
intégrale u^{z) de l'équation est donnée par w(^); car on peut choisir des 
points Z qui soient des points ordinaires de A, B, C, D, et pour lesquels w, 
prenne une valeur U, /(Z, U) étant holomorphe; si l'on donne à p la va- 
leur ^0 = i]c^c7) - A(yr ^^ fonction u(Zj p„), égale à w, au point Z, coïn- 
cide avec u^(z)] ç^ peut être infini, mais Po "^ peut être indéterminé quel 

A R A . . 

que soit Z; sinon on aurait 7^ = 77 identiquement, el u=^ j;; u serait indé- 



B.48 p. PAINLEVÉ. 

pendant de p, ce qui est impossible, puisque u(zo) = p. L'intégrale géné- 
rale de r équation (\)peut donc s'écrire 

OU encore 



(/a) ^' 



uC(z) — \(zj 



On en conclut immédiatement que Téqualion (i), qui s'obtient en décrivant 
Téquation (^\) par rapport à Zj est de la forme 

(;>) -r: -- atr-t- ou ■+- c, 

r/, by C étant des fonctions uniformes de z. Ainsi, toute équation dont le 
coefficient différentiel est uniforme dans le plan des z et des i/, et dont 
l'intégrale générale est également uniforme^ est une équation de 
Riccati, 

L'intéf^rale jjénérah* peut alors se mettre sous la forme (3); cette relation 
(3) exprime que le rapport anliarmonique de quatre intégrales est constant. 
(3n sait que cette propriété appartient à toute équation de Riccati (alors 
même que son intégrale n'est pas uniforme). 

Parmi les éciuations de la forme -7- = -rrr— — ûù P et O sont des polv- 

nomes en //, il était clair que l'écpiation de Riccati pouvait seule admettre une 
intégrale générale uniforme; car u ne peut figurer au dénominateur [sinon 
(Ml un point z^^ une intégrale prend la vah^ur u^ qui annule Q(:ro? u) ^^ 
admet z^ comme point critique], et, de plus, la même condition doit être 

remplie pour Téquation transformée en -> ce qui exige que P soit du second 

degré en //. 

Si r intégrale générale de l'équation ([) est une fonction entière y elle 
est de la forme 

//r7zrA(3) -f-B(w), 

A et B étant holomorphes. En effet, quand le dénonûnateur de u dans l'ex- 
pression (3) dépend de v^ pour une valeur z, de j, on peut donnera v la va- 

I) ( j ) 
leur r, = 7v~;' ^^ ^^ fonction u(^z^ r,) est infinie au point j,, à moins que 
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Ton n'ait, pour toute valeur de z^ , — ../ . = — . /\ y ce qui est impossible. 
Il en résulte que l'équation (i) est, dans ce cas, nécessairement linéaire : 

du , 

az 

Il est facile alors de reconnaître si Tinlcgrale est uniforme : il faut notam- 
ment que a(z) soit la dérivée logarithmique d'une fonction uniforme. 

Si l'intégrale de l'équation (i) est une fraction rationnelle, cette équation 
est une équation de Riccali dont les coefficients a, ^, c sont eux-mêmes des 
fractions rtitionnelles. Supposons que ni a, ni c ne soient identiquement nuls 
(au cas contraire, on ramène Téquation à être linéaire). Nous allons chercher à 
quelles conditions l'intégrale est effectivement une fraction rationnelle. Re- 
marquons que, si l'on sait d'avance que ces conditions sont remplies, on oh- 
tient r intégrale générale par des opérations purement algébriques. Dé- 
signons en effet par A„, lî^,, C^;,, D^, des polynômes en z de degré w, à 
coefficients indéterminés; pour une certaine valeur de /i, on peut déterminer 

ces coefficients, en sorte que toute fonction u(z) = -p^-; — ^ vérifie Téqua- 

lion différentielle; si Ton ajoute de plus la condition que, pour z = :r„, on 

ait, quel que soit p, r = ., / — . > cette détermination n est pos- 

sible que d'une seule manière. On fait donc n égal successivement à i , 2, 
3, . . ., et Ton finit par obtenir un système d'équations algébriques compati- 
bles, et n'admettant qu'un système de solutions, qui dépendent par suih» 
d'opérations purement algébriques. On peut encore exprimer que la fonction 

uz= =^ vérifie l'équation; le système de relations auxquelles on est conduit 
est indéterminé pour une certaine valeur de n\ on peut y ajouter la condi- 
tion V = tt~^> et les coefficients de A„, B„ dépendent linéairement de r. 

13,1 (^0) 

Tout revient donc à trouver les conditions pour que l'intégrale de l'équa- 
tion soitalgébrique et rationnelle. Ramenonsd'abordf en posante, = w n j 

l'équation à la forme 

/ \ du ^ 

(7) -^^au'-\'Cy 

II. — Fac, de T. B.^ 
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«Ml encore 



P. 


PAIXLEVE. 


du 
dz 





a, ^, Y étant des polynômes qui n'admettent pas un facteur commun. 

Les seules vabîurs de z pour lesquelles une intégrale puisse être indcter- 
n)inée sont les racines X, du polynôme ^, et la valeur z = oc, si le degré de p 
ne dépasse pas d'au moins deux unités les degrés de a et y. Ces points sont 
aussi les seuls points critiques possibles des intégrales, car, pour tout autre 
point :;„, une intégrale u prend une valeur finie //„ ou devient infmie : dans 
le premier cas, u est holomorphe dans le domaine de z^^ dans le second cas 

- <*st holomorphe. Pour (pi(» Tintégrah,' soit une fraction rationnelle, il faut 

donc et il suffit que les points X, ne soient, pour aucune des intégrales, des 
points de ramification ou d'indétermination. On peut ramener Téqualion de 
Riccati à une équation linéaire et appliquer les conditions données par 
M. Fuchs pour ([ue les points singuli(*rs possibles des intégrales soient algé- 
briijues ; on peut aussi faire la discussion de la manière suivante, en s'aj)- 
puyant sur les résultats de MM. lîriot et lioncpiet. 

Soit j„ un des points !^, z^^ est le pôle au moins d'une des deux fonctions « 
et r; en premier lieu, si ^„ est un pôle d'ordre*/;/ de a (;:), c est un zéro au 

moins d'ordre (ni — i) de u{z)\ car, si Ton pose u = //, -h — (u étant une 

intégrale quelconcpie), la fonction i' vérifie ré(juation - -r: = 'lau^K-^ a. 

(»l l'intégrale de cette é([uation étant i)ar hypotlièse une fraction rationnelle, 
le produit 'lau^ doit être la dérivée logarithmique d'une fraction ration- 
nell(*, <*t ne peut aduK'tlre par suite que» des pôles du premier degré. Mais 
j,, (»st un pôle d'ordri» m (h» a{z) : donc //, doit contenir en facteur 
(z — j„)'" '. Faisons pour abréger l'écriture z^ = o, et posons 

[A(j) et ^'{z) sont holomorphes pour z = o, et A ne s'annule pas avec z\, 
La fonction i^ vérifie Téquation 

_ _ _____ 

Pour w = o, p a par hypothèse une valeur finie, ainsi que sa dérivée», ce qui 
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exige que c(z) contienne le facteur z au moins à la puissance (m — 2). 
Ainsi tout pôle d'ordre m de a(z) est zéro au moins d'ordre (m — 2) de 

ci ") ' 

c(z). Si Ton pose C(;:) = -zTif^i^ Téquation précédente devient 

d^ __ A(3)r»--(m — i)r4- C(w) 
dz z 

De même, tout pôle d'ordre m' de c{z) est pôle d'ordre {m — i) au moins 
de toute intégrale et zéro d'ordre {ni — 2) de a{z). 

(]ette remarque faite, considérons d'abord un pôle simple Zq de A(:?) : r„ 
ne saurait être un pôle de c{z) d'ordre plus grand que i, sinon, d'après ce 
qui précède, a{z^) serait fini. Posons encore, en faisant :? = o, 

h.{z)^=z aZy C(-3):=C5, 

A el C sont holomorphes pour z = o, et A ne s'annule pas avec z. L'é([ua- 
lion peut s'écrire 

— - ^^'[A(o) -h 3.V(o) 4-. . .] 4- C(o) 4-^ C^(o) -f-. . . 
dz z 

Si, quand z lend vers zéro, u tend vers une valeur //„, le système z = o, 
// = f/jj, annule nécessairement le numérateur du second membre (^/„ ne 

peut être infinie, car, dans l'équation transformée en - = r, le coefficient 

difiërcntiel est infini pour :r == o, r = o, puisque Ao n'est pas nul). Toutes 



les intégrales doivent donc tendre vers une des valeurs ±: i/-T— ^ quand z 
tend vers o et être holomorphes dans le voisinage de ce point. Désignons 

par H- Uq = ~^\/~T~^ ^^^'^ ^^^ deux valeurs du radical dont le produit par 
Ao a sa partie réelle positive. Si u tend vers ^ u^j on pose 




la fonction p s'annule pour z = o et vérifie l'équation 



.-. 2Aoiioi> -^ zfCo —^) -h ... 



z 
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La partie réelle du coefficient de v étant négative, l'équation n'admet 
cju'une seule intégrale i\(z) s'annulant avec ^, et cette intégrale est holo- 
uiorphe pour z = o. Toutes les intégrales u(z)^ sauf l'intégrale 

doivent donc prendre la valeur u^ pour z = o. Posons w = -h t/ — r~^ ^" *'• 
Toutes les intégrales (sauf une) de Téquation 






-+- [XZ ~t- 



doivent s'annuler et être lioloniorplies pour ^ = o. Pour (|u'il en soit ainsi, 
il faut d'abord, d'après un théorème de MM. lîriot et lîouquel, qur» h coef- 
ficient de i', -f- 2 v — AoC„, soit un entier positif n\ de plus, si // — i, le 

coefiicienl de :r, u. = (T^ — —-^^ doit être nid ; sinon on diminue le coeflî- 

rient de r de {n— i) unités, en posant 

(',, Ta, . . ., i-vi-i représentant les valeurs pour z =^o des {n — i) premières 
dérivées de v(z)^ valeurs qui se calculent en différentianl ré([uation 

Cr' — Xi- -f- /X3 H-...ir: o, ( t'i =: 7 ^? ...J. 

L'é(juation se ramène ainsi à la fornu» 

, n'-h À'c -f- . . . 



Il faut que \' soit nul. Quand ces conditions sont rempli(*s, si Ton pose 
iv = / J, l'équation devient 

(8) J^^^tM(^) + ^N(3)4-l>(^), 

M, N, P étant holomorphes pour z = o. On voit sans peine cpK*, dans le cas 
actuel, la condition X' = o exprimequeD^'[ A(3) w,^(:;) 4- C( j)J s'annule pour 
z = o^ Un{z) désignant le polynôme (//o 4- r, z H- v^z'^ -f- . . . -f- iV/-i ^" * )• 



SUR LES LIGNES SINGULIÈRES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. H.fi^ 

(^uand les deux conditions précédentes sont remplies, Téquation (7) se 
ramène à la forme (8) par la transformation u = w„4- Z^". Pour :? = o, 
aucune intégrale l(z) de Téquation (8) ne peut être indéterminée; si 
une intégrale t(z) tend vers /q, elle est holomorphe pour ^ = o, ainsi que 
la fonction u correspondante; si /(:;) tend vers Tinfini quand z s'annule, on 

pose / = -7> et Ton voit que Téquation en admet une intégrale et une seule 

s'annulant avec z : cette intégrale correspond à la fonction w, qui prend la 
valeur — //<, pour ^ ^= o. Les conditions énoncées sont donc nécessaims et 
suffisantes pour que z =^ o soit un point ordinaire de u{z). 

Le raisonnement suppose Co différent de o; mais, si C„ = o, l'équation (7) 

est de la forme -r- =: — — ^- '-^' Le coefficient de u étant nul dans le 

dz z 

second membre, Téquation ne peut admettre qu'une intégrale holomorphe 
ou algébrique au point :; = o. Ceci revient à dire que tout pôle simple de 
a{z) est pôle simple de c{z)^ et réciproquement. 

11 importe de remarquer que les deux conditions trouvées peuvent se vé- 
rifier par des opérations y? w/'^me/// algébriques^ alors même qu'on ne con- 
naît pas les racines de ^{z) = o. Soient Pi = o l'équation qui donne les racines 
simples de P(:?), z^ une de ces racines; on doit avoir d'abord 4(^o^^o =^ — f^^ 

{il étant un nombre entier); A(:j) désigne {z — z^^) x ci{z) ou ^- — ~— 
et C(r) désigne — — "o ; par suite, 

Posons 

La transformée en ^ de l'équation p, = o doit n'avoir comme racines que 
des nombres entiers carrés parfaits, ce qu'on reconnaît par des opérations li- 
néaires qui donnent ces racines. Soit /^* Tune d'elles. Pour ^ = n^^ les poly- 
nômes Pi(^) et /ï'P'^(;j) H-4a(^)Y(^) ^"^ ^^ p'^s grand commun divi- 
seur dont les racines doivent vérifier la condition 

D?[«;(5«)A(5.)4-C(=o)] = o. 
Les valeurs pour - = 3o des dérivées successives de A et de Va s'expriment 
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linéairement en fonction des coefficients de a, p, y, comme le montrent aus- 
sitôt les identités 



A(Zo)-^ \'{Zo){z — Zq) 



«0 -4- «0 ( s — -5© ) -4- . . . 
I .Si 



ot 



"^^ I .2 

De plus, les coefficients de u„ s'expriment linéairement en fonction de A^, 
A'„, A'I,, . . ., Cq, C'^,, . . . quand la première condition est satisfaite 



n 



et ainsi de suite. La seconde condition s'écrit donc H(5o) = o, II étant un 
polynôme dont les coefficients se calculent linéairement à Taide des coeffi- 
cients de a, (3 et y. Il faut que II(^) soit divisible par ^^(^z)^ ce qui se vérifie 
encore par des opérations purement algébriques. 

Passons au cas où le point z^ est un pôle d'ordre ni de «( j). Nous avons 
dit que z^ est alors zéro au moins d'ordre {m — i) de w(z), et que par la 
transformation a = r^'" * (nous faisons Zq= o), ré((uation (7) devient 

Ai'«— (m-i)r4-C(-) 

V := ^ - - ) 

A et ( ^ étant holomorpbes pour z = 0^ et A ne s'annulant pas avec z. 

Kn raisonnant comme plus haut, on voit que ç doit prendre pour z = o 

une des valeurs i^o? ^0 ^'^ l expression IJ = ^-^-v ~ — -; si 

l'on pose p = U H- w, l'équation devient 

,__ iv\zt\/{m — 1)'— jApCo-h ixz -f. . .] _ liv-}- ixz 



w =z 



La discussion précédente montre que y/(m — i)* — 4 ^oCo ^^^^^ ^^^^ "" ^"" 
tier positifs, et que de plus la dérivée n^*""'^ de [ApjJ-f- C(z)] doit être nulle 
pour J == o, Vn désignant le polynôme i^-h i\z -h ... -f- r^_, :?""*, où 
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ç^ — "^ "" '^ — 'ly et où p,, Poî -M ^n-i sont les valeurs de ^v', ^v", . . . cal- 
culées, pour 3 = o, w= o, en diflerentiantréqualion 

Quand ces conditions sont satisfaites, toutes les intégrales sont holomorphes 
pour :; = o et prennent en ce point la valeur v^j sauf une seule qui prend la 
valeur p'^. 

On obtient des conditions analogues pour les pôles d'ordre m de C(z) en 

raisonnant sur la transformée en - • Ces conditions se vérifient par des opé- 
rations linéaires, alors même qu'on ne sait pas résoudre l'équation qui donne 
les racines d'ordre m de ^(z). Enfin, si le point z = 00 est un point sin- 
gulier, on rentre dans les cas précédents à l'aide de la transformation 



Nous voyons qu'en somme on peut reconnaître, par des opérations pure- 
ment algébriques^ si l'intégrale de V équation de Riccati est une fraction 
rationnellej et dans ce cas l'intégrale s'obtient elle-même par des opéra- 
tions linéaires. 

Si les deux conditions précédentes sont satisfaites pour tous les points t^ 
sauf pour un seul point z^ (le point ao, par exemple), l'intégrale de l'équa- 
tion est uniforme, et le point ;;o ^st nécessairement un point essentiel de 
l'intégrale. Plus généralement, les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que rintégrale soit une fonction uniforme n'ayant dans le plan qu'un poinl 
essentiel sont les suivantes : les coefficients a, &, c ont au plus un point es- 
sentiel (qui leur est commun), le point 00 par exemple, et les deux condi- 
tions énoncées sont satisfaites pour tous les pôles X, du coefficient difleren- 
liel. Si les fonctions a, 6, c sont algébriques, ces conditions doivent être 
satisfaites pour tous les points J^, sauf pour un seul. 

En particulier, si le coefficient différentiel est une fonction périodique de 
::, il suffit de vérifier les conditions pour les points z situés dans la bande du 
plan comprise entre deux droites, perpendiculaires au segment qui repré- 
sente la période et passant par ses extrémités. De même, si le coefficient est 
doublement périodique, il suffit de vérifier les conditions dans le parallélo- 
gramme des périodes. On peut chercher aussi à quelles conditions l'inté- 
grale est elle-même périodique : on voit qu'alors le coefficient doit être une 
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fonction de e^*; il suffit de poser r?*- = /, et de chercher si l'intégrale est 
fonction uniforme de /. 

Ce qui précède permet de résoudre très facilement la question suivante : 
Trouver les équations de la forme 

(I) ^/=:F(:;,//') 

{oit ¥ est uniforme en z et en u')j dont l'intégrale général/^ est uni- 
forme, 

DifTérentions cette équation par rapport à :;; il vient 



U' — - -, IC -+- -r- 



ou bien 



u' r- 

, V , àz 

Si u{z) est uniforme, il en est de même do //', ol inversement, si l'intégrale 
^/'de (:r) est uniforme, Tinlégrale u{z) de Técpiation proposée est uniforme, 
puis(|ue a = F(:r, u') ( ' ). 11 suffit donc d'étudier réquation(2) dont Tinlégrale 

•générale doit être de la forme w'= tt-; — jt* Je dis que r ne saurait figurer 

au dénominateur; autrement, on pourrait écrire ///= -^y - — pi-j'l^ diffé- 
rant de 1)^ et 1), n'étant pas une constante. Soit z^^ un point ([uelconque, 
pour lequel îiucune des fonctions C, B— D<, 1)'^ ne s'annule. Si 



f ' ) Celte remarque est générale : soit /*(m', u^ z) = o une équation où /est un polynôme 
en u et une fonction uniforme de u' cl de z. Différenlions-la i)ar rapport à z, et élimi- 

nons u entre y = o et -j^ = o. On obtient une équation /i ( f^', u', 5 ) = o, de même degré en 

u" que y en u. Si l'intégrale de cette équation est uniforme, il en est de même de Finlégrale 
de/= o; car u = fu' dz-^ Cj et ne peut présenter que des points critiques logarithmiques, 
ce qui est impossible, puisque u dépend algébriquement de fonctions uniformes de u' et 
de z. Si u' admet p valeurs, u admet également p valeurs. 11 n'y a d'exception que si / 
ne contient pas u. De là découlent plusieurs conséquences : ainsi le logaritlinie d'une fonc- 
tion uniforme ou algébrique ne peut vérifier l'équation /= o, sauf dans le ras où /ne con- 
tient pas u. 
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la fonction u'{z^ v^) peut se développer ainsi 

Z — Zq 

h n'étant pas nul, et l'intégrale fu\z^ i^o)dz présente un point logarith- 
mique, ce qui est impossible. L'équation (2) doit par suite être linéaire, et 
son intégrale u' est égale à i^H'(z) + G'(z). Quant à l'intégrale u(z)j elle 
est de la forme 

£/(5) = (>H(5)-rG(5)-+-P(r). 

En définitive, pour que l'équation u = F(z, u') ait une intégrale générale 

uniforme, il faut et il suffit que le quotient — j^ soit un polynôme du pré- 
dit 
mier degré en u\ aw'n- p, et que l'équation w"= aw'-f- p ait son intégrale 
uniforme. 

8. En employant le même raisonnement que plus haut, on montre que si 
l'intégrale d'une équation F(u\ UjZ) = o (où F est un polynôme de degré 
p en u' et une fonction uniforme de u et de z) n'admet pas plus de n valeurs, 
cette intégrale peut se mettre sous la forme /(r, Uj Uf^) = o, /désignant une 
fonction uniforme de z et un polynôme de degré np en u et f^o- ^^ tenant 
compte de la remarque que nous avons faite à la fin du paragraphe précé- 
dent, on en conclut que si l'intégrale d'une équation F(w', u, z) (où F est 
un polynôme, soit en 1/, soit en u\ à coefficients uniformes) n'admet pas 
plus de n valeurs, F est nécessairement un polynôme en u et en w', ou que, 
du moins, l'équation peut se ramener à une équation de cette forme. Pour 
de telles équations, M. Fuchs (*) a indiqué à quelles conditions l'intégrale 
générale n'a que des points critiques fixes. Allant plus loin, M. Poincaré (*) 
a montré que, lorsque les conditions de M. Fuchs sont satisfaites, l'équation 
se ramène à une équation de Riccati, si la relation entre u' et u (où on laisse 
z constant) est du genre o; elle se ramène à des quadratures, si cette rela- 
tion est du genre i, et elle s'intègre algébriquement si le genre est supérieur 
à l'unité. L'étude des cas où l'intégrale de l'équation F = o est uniforme est 



( ' ) Sitzungsberichte de V Académie de Berlin, a6 juin 1884. 
{^) Acta mathematicay t. VII, i885. 

II. — Fac. de r. lj.8 
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ainsi complète. On peut, sans faire inter\enirle genre, donner les conditions 
<ju'il faut ajouter à celles de M. Fuchs pour que Tintégrîile soit uniforme, en 
suivant une méthode analogue à celle de MM. Briot et Bouquet pour le cas 
particulier où z n'entre pas dans F explicitement. Pour le moment, nous 
nous bornons à étudier un cas particulier du problème traité par M. Poin- 
caré, ce qui va nous conduire à une généralisation du théorème de M. Her- 
inite sur les équations V{u\ u) == o, où F est un polynôme en u' et u. 
J'envisage une équation de la forme 

(i) A(//', //, z) -i- UB(«', M, z) =1 o, 



)ù A et B désignent deux polynômes en u' et deux fonctions uniformes de u 
ît de ^, et U une fonction algébri<|ue définie par la relation irréductible 
F(//, U) = o. On peut toujours supposer que la relation (i) est irré- 
(hicliblc, c'est-à-dire que A et B n'admettent pas de facteur commun 
K/^', w, :;). On obtient Féquation différentielle sous sa forme ordinaire 

/(w'j w, z) = o, en remplaçant, dans F = o, U par — ^- Les théorèmes 

énoncés au n" 5 s'appliquent à cette équation. 

Si une intégrale u = 9(^) est uniforme dans l'espace où elle existe, elle 
(îxiste dans tout le plan, et n'y admet que des points essentiels. Il en est de 
même de u' =^(z). De plus, si l'on remplace, dans A et B, u et w' par ç et 
9', aucune des deux fonctions ne peut être indéterminée, quel que soit :;; au- 
trement pour u = 9(^)j la fonction a' définie pîu\/(w', w, 5) — o est indé- 
terminée, et l'on ne peut dire que <p est une intégrale de/ = o. Il est impos- 
sible également que A ou B soit nul, quel que soit ;: pour u = 9(^)7 
aulnMuent la relation F(w, U) = o serait vérifiée, quel que soit «, par 
l ; =:^ o, ou L = oc. Mais il peut arriver que A et B soient nuls à la fois pour 
toute valeur de z : la fonction u = '^(z) vérifie alors la relation y(r, ii)= o 
obtenue en éliminant u' entre A = o et B = o. l'^n conséquence, si l'équa- 
tion admet une intégrale uniforme ne vérifiant pas la relation y^ = o, la fonc- 

tion U = -r> \ / ' T est une fonction uniforme de z. qui ne saurait pré- 

senter de coupure, puisqu'elle dépend algébriquement de w(:r) et que u(^z) 
n'en présente pas. D'après un théorème bien connu de M. Picard, les coor- 
données u et U de la courbe algébrique F = o s'exprimant en fonctions uni- 
formes et sans coupures d'un paramètre ^, la courbe est du genre o ou 1 . 
L^ intégrale générale de (•) ne peut être uniforme que si le genre de 
V = o ne dépasse pas l'unité. 
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Envisageons maintenant une équation G (a', f^, 5, U) = o où G est un po- 
lynôme en u! et en U dont les coefficients sont uniformes en w et ^ : on peut 
toujours supposer que U n'entre dans G qu'au degré (w — i), /i étant le 
degré de F en U. L'équation s'obtient sous la forme ordinaire en éliminant 
U entre les relations G = o, F = o. Pour tout système «/„, Wo, Zq vérifiant la 
condition / = o, les équations G = o, F = o ont une racine commune, et 
en général une seule, qu'on obtient en fonction uniforme de w),, u^^ z^^ 

Le raisonnement fait plus haut s'applique encore ici, à moins que, pour 
u = Ç'(:?), w'= çX^)' ^ et B ne soient nuls identiquement. On peut donc 
énoncer ce théorème : Si V équation proposée admet une intégrale parti- 
culière uniforme u = ^(z), la relation F = o est du genre o ow i, à 
moins que, pour u = ç(^), u'= ç'(^), les deux équations en U, F = o, 
Ci z= o, n'aient plusieurs racines communes, quel que soit z. Si l'on exprime 
que F = o et G = o ont deux racines U communes, on obtient d'ordinain^ 
deux relations distinctes en u'j w, z et, en éliminant u' entre ces deux rela- 
tions, une certaine relation ^(z, u) = o entre z et u. On peut toujours vé- 
rifier si cette relation définit une fonction uniforme satisfaisant à l'équation 
différentielle. Quand ']f(Zj u) = o se réduit à une identité, quels que soient 
z et Uj pour une valeur de u' vérifiant la condition/= o, les deux équations 
G = o, F = o ont plusieurs racines communes. Nous écartons ici ce cas 
particulier qui demande une discussion spéciale. Dans tout autre cas, Tiii- 
tégrale générale de l'équation ne peut être uniforme si F = o est de genre 
supérieure i. 

Considérons de même l'équation 

(2) G(i/', //,5,U, U,, ...,U„_,), 

où G est un polynôme en u\ U, U,, . . ., U;,_|, et U, U,, . . ., U;,^, des fonc- 
tions algébriques de u définies par les relations 

(3) F(^/, U) = o, F,(«,U,) = o, ..., F«_,(//, U;.-,) = o. 

L'équation difierentielle s'obtient sous la forme /(a , Uj z) = o en éliminant 
U, . . ., Urt^i entre les relations (2) et (3). Pour tout système u^^ Wo, -^o ^^- 
rifiant la condition /= o, les équations simultanées (2) et (3) n'ont en gé- 
néral qu'un système de solutions U, U,, . . ., U„_,, qui s'expriment linéaire- 
ment en fonction de u^^ u^, z^. On en conclut que si l'intégrale u = <^(z) 
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est uniforme, U, U|, . . ., U„_| sont des fonctions uniformes de z sans cou- 
pures. Les relations qui lient U/ à u et celles qui lient U, à Uy sont^ en 
conséquence^ de genre o et i. Ceci suppose toutefois que pour u = ^(^)j 
u'=^'(z)y les équations (2) et (3) n'admettent pas plusieurs solutions 
communes quel que soit z. 

Le théorème s'applique aussi bien si, dans l'équation 

G(//', u,z, U, ...,U„_,), 

U, U|, . . ., U„^t sont fonctions algébriques, non plus de w, maïs de u; car 
si u(z) est uniforme et sans coupure, il en est de même de u'(z). Quand G 
est un polynôme en w, U, U| , . . ., U;,_| , et une fonction uniforme de u' et de 
z[U, U|, U^-i vérifiant les relations F,(tt', U/) = o], on élimine u entre 

(i = o et -^ = o, en remplaçant dans cette dernière équation -^ par 

I âV 

— j,.' -T-i w". On obtient ainsi une équation 

G,(/«% 1/, 5,U, U,, ...,U„-i)=:o; 

si une intégrale u{z) est uniforme, u\z) est uniforme, et le théorème 
énoncé s'applique à l'équation G, = o : les relations F^= o sont donc du 
genre o ou i . 

Enfin, si U, U,, ..., U,^_, sont fonctions algébriques de z, l'équation 
n'admet d'intégrale uniforme u == ç(^) qu'au cas où U, U,, . . ., U;,_, sont 
rationnels en z^ à moins que, pour w = (p(.3), w'=^'(z), les équations 
F,(^, U/) = o, G = o n'aient plusieurs solutions communes. 

Sous sa forme la plus générale, le théorème peut s'énoncer ainsi. Soit 

une équation différentielle où G est un polynôme en u' (ou en w), et en V,, 
Vy, W;j : U/, Vy, \V;t sont respectivement des fonctions algébriques de w, 
de u' et de z^ définies par les relations 

19, ( w, u, ..., U„_,) = o, ^1 (w', V, ..., Vy,_i ) = o, -/j {z, W, ..., W^_,) =1 o, 
, , 
9«(w, U, ...,U«_,) = o, ^p{u\y, ..., V^..,) = o, Xy(j,W, ...,W^_,)i=o. 

Quand une intégrale w = ç(z) de cette équation est uniforme y les ^\ 
sont des fonctions uniformes de z, et les frelations qui lient U/ à Uy ou à 
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w, V^ à Vy, OU à u\ sont du genre o ou i [à moins que, pour u = ?(2), 
u'= ç'(^), le système d'équations (3) et Tcquation G = o n'aient, quelque 
soitz, plusieurs systèmes de solutions communes]. Si l'intégrale générale 
de G = o est uniforme, les conditions précédentes sont remplies, à moins 
que, pour tout système Zo, Uq et pour une valeur u^ vérifiant la condition 
/("o> ^0) ^o) = ^> ledit système n'admette plusieurs systèmes de solutions 
communes, ce qu'on reconnaît sans peine par des opérations purement al- 
gébriques. 

Revenons à l'équation G(w', w, z, U) = o, où U vérifie la relation algé- 
brique F(w, U) = o, et supposons que u' n'entre qn^Rupremier degré dans 
G. Si l'on écarte le cas exceptionnel indiqué, on sait que l'intégrale géné- 
rale de l'équation ne peut être uniforme que si la courbe F = o est du genre 
o ou I. Admettons que cette première condition soit satisfaite, et cher- 
chons le cas où cette intégrale est effectivement uniforme. 

La courbe F = o étant du genre o ou i , ses coordonnées w et U peuvent 
s'exprimer en fonction rationnelle et algébrique d'un paramètre t et d'un 

radical du quatrième degré en /, \/R(/), 



£/z=A(0-4-v/K(/)B(0^9(0, 
l] = C{e)-h\/n(ê)D{i) = ^{t), 

et cela de telle sorte qu'à tout point (^o, Uo) de la courbe F = o ne corres- 
ponde qu'une seule valeur de /, 

/^ étant rationnel. Supposons w et U exprimées en fonction uniforme de z : 

on a 

t est donc fonction uniforme de u. Si l'on pose u = ç(0> l'équation à la- 
quelle satisfait la fonction t(z) a son intégrale rationnelle, en même temps 
que l'équation proposée. Cette équation est de la forme (en remplaçant u 
et U en fonction de /), 

M et N étant uniformes en t et z. N est toujours identiquement nul, si 
F = o est du genre o; et le fait peut aussi se présenter quand la courbe est 
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du genre i . Dans celte hypothèse, l'équation se réduit à 

et M doit être un polynôme du second degré en t. On se trouve ramené à 
l'équation de Riccati dont la discussion a été faite précédemment. Si l'inté- 
grale de cette équation est uniforme, on peut l'écrire 

i\::-hh .. thy—h 
/ = r- ou bien — r= , 

g^ gn hff^K étant uniformes. Quand la courbe F = o est du genre o, 
u = <f[t(z)] est toujours uniforme avec t(z); il en est de même chaque fois 

que (f(t) ne dépend pas de yjli(t). Au cas contraire, u n'est jamais uni- 
forme; il faudrait pour cela que y/R[^(:r)] fût rationnel en :?, et, par suite, 

que chacune des équations = -^ — -z- n'eût pour toute valeur de i^ que 

des racines de multiplicité paire [0 désigne une des quatre racines /©j ^n ^2? 

/j de R(0]- ^^^^ exige que les racines de l'équation — r = j~^ — - soient 

multiples pour toute valeur de p, et, comme on n'a pas identiquement 

— = X- = 0, la condition ne peut être vérifiée que si la dérivée de -t—^ 

est nulle identiquement, c'est-à-dire si cette fonction est une constante 

— ^0- Pour i^ = i^oj K^) = ~r7r — T ^^^ constamment égale à 0, et pour 

toute autre valeur de i^, t(z) ne prend pas la valeur 0. Mais ceci ne peut 
avoir lieu pour les quatre valeurs de 0, autrement des fonctions uniformes 

~2 — j- (sans coupures) ne prendaient dans le plan aucune des quatre va- 
leurs /o, /,, /a, /,, ce qui est en contradiction avec le théorème de M. Picard 
sur les zéros des fonctions uniformes. On voit donc que si N est identique- 
ment nul, il faut et il suffit, pour que u(z) soit uniforme, que la fonction 

t(z) soit elle-même uni/orme et que u = ^{t) ne renferme pas \[\\{t). 
Traitons maintenant le cas où N n'est pas identiquement nul; F = o est 
alors du genre i . La fonction / vérifie l'équation 

(It 



(/,) ^=M(/,:;)^N(/,;;)V/K(0. 

D'après la remarque faite au début du paragraphe, quand l'intégrale / est 
uniforme, M et N sont des fonctions algébriques de /. Si Ton observe que t 
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ne peut figurer au dénominateur de M et de N, et que la même condition 
doit être remplie pour l'équation transformée en -> on voit que M est un po- 
lynôme du second degré en /, et N une fonction de z seulement (ceci résulte 
d'ailleurs des conditions de M. Fuchs). D'autre part, si désigne une racine 
de R(/) = G, doit annuler M(0, >s), quel que soit z. Soit, en effet, z^ une 
valeur de z pour laquelle M(0,>s) et N(z) sont holomorphcs, et considé- 
rons une intégrale t{z)^ égale à pour z = z^. Si cette intégrale est uni- 
forme, elle est holomorplie, ainsi que ses dérivées, au point z^; or, quand on 

calcule r, on voit que r= a H ^" ^" > a étant une quantité finie; /" no 

peut donc être finie pour z =i z^ que si V{zq) est nulle, ce qui exige que 
la quantité M(0, z©) soit nulle; mais M(^, z^) est du second degré en /, et 
ne peut s'annuler pour les quatre valeurs de 0, à moins d'être identiquement 
nul; comme ceci a lieu quel que soit z^, M(^, z) est identiquement nul. L'é- 
quation (4) doit donc se réduire à la suivante : 

^=N(c)v/K(Ô 
ou bien 

ou enfin 

/ = sn(Ç4-C), 



Y 



désignant l'intégrale / ^{z)dz et G une constante. C'est le résultat 

obtenu par M. Poincaré dans le cas général où la relation F(w', ^^, z) = o 
(entre u' et u) est du genre i . 

Dans le cas actuel, la fonction N(z) étant rationnelle, les diverses valeurs 
de X, en un point z sont de la forme J^, (z) -i- imiTza -h im!i'Kb-\- ... (a et 
b étant des constantes). Soit 2/7^(0, itizin les périodes de sn(z); pour que 
/ = sn(î^ -4- G) soit uniforme, il faut et il suffit que tous les résidus de N 
soient égaux à mco -4-/?(o' (/z et/? désignant des entiers quelconques) : la 
fonction cn(J^ -h G) dn(î^ 4- G) est alors uniforme, et par suite l'intégrale 
u{z) = ç[sn(î: 4- G), cn(J: 4- G)dn(î: -4- G)]. 

La discussion précédente s'applique aussitôtàl'équation G(w', w, z, U) = o, 
où G est un polynôme en U et en w (du premier degré en u) et une fonction 
uniforme de w'etz, U dépendant algébriquement de u' : F(w', U) = o. Il 
suffit de différentier l'équation G = o par rapport à z, et de remplacer 
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^ par — u'^ -sp > pour ramener réquation à la forme u = G, (tt', z, U). On 

dU' 
retombe sur la question précédente. 

Les théorèmes sur lesquels nous nous sommes appuyés ont encore de 
nombreuses applications. Mais j'abandonne ce sujet pour le moment, et j^ar- 
live à Tétude des conditions qui expriment qu'une fonction est continuable 
au delà d'une ligne analytique. 

9. Conditions pour qiCune fonction soit continuable au delà d^unc 
ligne analytique. — Nous avons démontré que la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'une fonction uniforme F(:j) soit continuable au delà 
d'une coupure L est qu'il existe une fonction /( -3) définie de l'autre côté de 
L et j)renant sur L les mêmes valeurs que F( j). Quand la ligne L est ana- 
lytique, la condition prend une forme plus simple. 

On sait qu'une ligne analytique est une ligne telle cjue ses deux coor- 
données X et/ soient fonctions analytiques d'un paramétre /; autrement dit, 
pour tout point (x^jy^) de la courbe (sauf pour certains points formant une 
suite ponctuelle), x et y se mettent sous la forme 

.r — x^,--a^(t~ t^,) -f- flfj(/— /q)' -+-• • •» 
J—Jo = ^1(^ — ^0) -i-Oiit — toY -h.,.; 

les deux séries convergent pour des valeurs de (t — /„) suffisamment petites. 
Remplaçons t par z = t '\- t'i (les deux séries convergent encore), et po- 
sons 

z est une fonction analytique dcT, et réciproquement la valeur de t égale à /« 
j)our z =z Zq est fonction analytique de :r; t = G^{z). A un segment AB de 
L correspond un segment de l'axe O/, à des points z voisins à^ z^ Qi situés 
de part et d'autre de L correspondent des points t voisins de Z^? de part et 
d'autre de O/, et inversement. 

Soit f{z) une fonction uniforme définie du côté G de L et qui admet cette 
ligne pour coupure. Si/(:r) est continuable au delà de L, il existe une fonc- 
tion V{z) coïncidant avec/( j) du côté G de L, et liolomorphe dans le voisi- 
nage d'un segment AB de L. Si l'on pose 

/[r.(T)].= /,(T), F[G(T)]--zF,(T), 
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la fonction F, (t) prolonge, au delà de O/, /i(t). Quand f{z) est conti- 
nuable au delà de AB,/, (t) est donc continuable au delà de O/, et inverse- 
ment. Pour 'z = t{t étant réel et voisin de t^)^ fii"^) doit prendre une suite 
de valeurs /i (t) qui soient les valeurs pour t=o d'une fonction F, (/ -h t'i)j 
holomorphe dans le voisinage de t^. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit 
que/|(/) soit développable en série de Taylor pour des valeurs de | ^ — /„ | 
suffisamment petites. Nous arrivons ainsi à la conclusion suivante : pour 
quc/(z) soit continuable au delà de AB, il faut et il suffit que /(z) 
prenne sur AB une suite de valeurs f\{t)^ fonction analytique de t. 
Ajoutons que toute fonction analytique /|(/) peut être regardée comme re- 
présentant les valeurs sur AB d'une fonction analytique /(z) =/, [Cf|(^)l, 
définie de part et d'autre de AB. 

On peut donner à la condition une forme encore plus simple, indiquée 
pour la première fois par M. Schwarz (*). 

Pour que la fonction f(^z) définie du côté C de AB soit continuable au 
delà de AB, il faut et il suffit que sa partie réelle P {ou sa partie imagi- 
naire Q) prenne sur AB une suite de valeurs V ^ (/), fonction analytique 
de t. 

Supposons d'abord que P(x,y) s'annule le long de AB. Posons, comme 
plus haut, z = G(/), et 

/[^(T)]=:/,(T), 

OÙ/, désigne aussi une fonction analytique de t. Pour que f{z) soit conti- 
nuable au delà de AB, il faut et il suffit que la fonction/, {t -h t'i) soit con- 
tinuable au delà du segment A, B, de l'axe réel O^ Soit 

fi{^)=Mt + t'i) = ^,{t,t') + iq,{t,t'). 

Par hypothèse, P, s'annule sur O^ le long de A, B, ; mais la fonction 

-Pi(/,-/')-M-Q,(/,-^') 
est une fonction analytique de t. 

Pour des points t symétriques par rapport à O/, / 4- ^i, / — t'i^ les fonc- 
tions Qi(/, /'), Q2(^ — t') coïncident; et, d'autre part, on peut prendre /' 

(*) Monatsberichte de V Académie de Berlin, octobre 1870. 

II. — Fac. de T, B.9 
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assez petit pour que | P| (^ f) |, | P2(^ — ^') I soient inférieurs à tout nombre 
donné e, quand le point / décrit A, B,. Il en résulte que les deux fonctions 
/i (t), /2(t) se raccordent le long du segment A, B, , et que /^('r) prolonge 

Passons au cas où V{x^y) prend sur AB les valeurs P|(Oï P<(0 ctant 
une fonction analytique de /. 

Soit encore z = G(t). Inversement, t = G^{z). La fonction 

est une fonction analytique de z, définie de pari et d'autre de AB, et dont la 
valeur le long de AB est égale à P|(Oî '^ fonction f{z) — ^(-2?), dont la 
partie réelle s'annule sur AB, est continuable au delà de AB; il en est de 
même en conséquence de/(z), somme de deux fonctions continuables. La 
proposition est donc démontrée. 

Ces deux théorèmes permettent de discuter plusieurs classes de cou- 
pures. 

10. En premier lieu, considérons les fonctions 

qui représentent d'une manière conforme un espace S sur le demi-plan des 
>s, situé au-dessus de Taxe des x^ . La condition nécessaire et suffisante pour 
que ^(z) soit continuable au delà du contour ,9 de S, est que ce contour 50/V 
forme de lignes analytiques. 

La condition est nécessaire; car, si '^(z) est continuable au delà d'un seg- 
ment AB de 5, inversement z = (fi (Zi) est continuable au delà de Oo?, ; les 
points :; de AB vérifient donc l'équation z = rfi (X| ), où x est réel, et où ç, 
est une fonction analytique de x, ; AB est par suite une ligne analytique. 

La condition est suffisante; car, AB étant une courbe analytique, comme 
la partie réelle de <f(z) s'annule sur AB, ^(z) est continuable au delà 
de AB. 

Quand une partie seulement s' de s est une ligne analytique, ^(z) est 
continuable au delà de s' et admet le reste de s comme coupure essen- 
tielle. 

Si tout le contour s est analytique, il convient de distinguer plusieurs 
cas : 

1° Pour tout point (xQ^y^) de Sj x ci y sont développables en série de 
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Taylor (nous prenons comme paramètre l'arc / de s). On dira dans ce cas 
que s est formé (Tune ligne analytique régulière. La fonction ff(z) est 
continuable au delà de s et ne présente dans le voisinage de s aucun point 
singulier. 

2° Le développement de x et y est impossible pour certains points 

(^oî^o); lï^^îs pour des points ^'(^'jJK)j ^'(^ïX)j voisins et situés de part 
et d'autre de (x^jy^)^ les développements de z en fonction de / relatifs, 
d'une part à z', d'autre part à :;", coïncident pour des valeurs imaginaires de 
/ voisines de Z^; la fonction analytique de l^ x -h iy = z(l) admet 4 comme 
point singulier; nous dirons alors que le contours est formé d'une seule 
ligne analytique. La fonction ç(z) est continuable au delà de 5; elle pré- 
sente ces points Zq = Xq + iy^ comme points singuliers, mais n'offre pas de 
coupure dans le voisinage de s. 

3® Les conditions précédentes ne sont pas remplies pour tous les points 
singuliers (x^^ yo). La fonction z(l) présente des coupures qui passent par 
chacun des points exceptionnels (x\y). On dira dans ce cas que s est 
formé de plusieurs lignes analytiques : (p(z),présente des coupures exté- 
rieures à s et s'arrétant à chaque point z' = a:' -+- iy. 

Plus généralement, quand z, = ?(^) représente d'une manière conforme 
un espace S du plan des z sur un espace S^ du plan des z^, la fonction ç(z) 
est continuable au delà du segment analytique AB de 5, si le segment cor- 
respondant A,B, de 5, est analytique; au cas contraire, AB est coupure es- 
sentielle de ç(:j). 

11. Etudions maintenant le genre des coupures indiquées par M. Her- 
mite et que présentent les intégrales de la forme 



X 






où F et G sont des fonctions holomorphes de z, G(z, t) n'ayant que des 
pôles simples. 

Nous ferons dans ce but la remarque suivante : quand deux fonctions 
f{z) cl f(z) définies du côté opposé d'une ligne L prennent le long de L 
les valeurs/(/),/|(/), dont la différence est(p(/), la condition nécessaire 
et suffisante pour que f(z) et ft(z) soient continuables au delà de L esl 
que (f(l) représente les valeurs sur L d'une fonction analytique ç(z), 
définie de part et d'autre de L. 
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La condition est nécessaire: si /et/, sont continuables, / — / est une 
fonction analytique de z qui existe de part et d'autre de L et dont la valeur 
sur L est ç(/). 

La condition est suffisante; car, si la fonction ç(^) existe, la somme 
/ (z) -h <^{z) prolonge /(z) au delà de L. 

Pour que l'énoncé soit vérifié, il faut et il suffit (d'après une remarque du 
lemme II du Chapitre II) que, /(z') — /C^") tende unijormément vers 
(p(/), quand z' et z" tendent vers un point X^ de L, de part et d'autre de L, 
sur un certain chemin variant avec J^ d'une manière continue. Par exemple, 
on peut trouver un nombre £ tel, qu'en portant sur la normale à L en chaque 
point ^ les longueurs X^z' = ^s"= £, de part et d'autre de J^, on ait 

(yj étant un nombre positif aussi petit qu'on veut). 

Quand la ligne L est analytique, il faut et il suffit, pour que /et/, soient 
continuables, que ç(/) soit une fonction analytique de /. 

Appliquons cette remarque aux intégrales dont nous venons de parler, et 
tout d'abord à l'intégrale 



m=f ^B 



t. - t 

cette intégrale étant prise le long d'un certain chemin AB \X, = g{l)y si / 
désigne l'arc de AB compris entre !^o et sj; la fonction/(î^) est définie en 
chaque point de AB,/(^) =/(/). De part et d'autre de AB, i{z) prend 
des valeurs différentes J,(w), J2(^) : quand les points z' et z situés sur la nor- 
male en X, à AB de part et d'autre de X, tendent vers ce point, J,(z') — ^^{z") 
tend vers lir^fiX,). Si/(î^) est discontinue, J, et J^ ne peuvent être toutes 
deux continuables au delà de AB; si/(J^) est continue, on voit sans peine 
que la différence J<(^') — ^'i{z") tend vers 2/11/(0 uniformément le long 
de AB, sur la normale à AB. La condition nécessaire et suffisante pour que 
J, et J2 soient continuables est donc que/(0 représente les valeurs sur AB 
d'une fonction analytique. Quand AB est une ligne analytique, il faut et il 
suffit que/, (/) soit fonction analytique de L Si, par exemple, /,(/) 
n'admet pas de dérivée d'ordre /2, les deux fonctions J, et Jj ne sont pas 
continuables au delà de AB. On ramène à la précédente l'intégrale 

'* ^it)dt _ __^, y ^, .. ..y. F(0 



X r=^)'^^p^^^^^^=ê^(ov(o 



g'{t) 



«• « 
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Arrivons au cas plus général 



'<='=X'"4^- 






Toutes les lignes AB, décrites par les points z qui vérifient l'équation 
G(0, z) = G, quand on donne à des valeurs réelles comprises entre t^ et 
/i, sont des coupures de i{z). Soit X^ un de ces points, Ç = é'(O), et soit 

P(/, 2) = -r- G(/, z) ; quand les points z' et z", situés sur la normale en J^ à 

AB de part et d'autre de J^, tendent vers ce point, la différence J, {z') — JaC^") 

tend vers p ' ^ = ç(0), et cela uniformément le long de AB, si ç(0) est 

continue. Lorsque J, et J^ sont continuables, ç(0) représente les valeurs sur 
AB d'une fonction analytique. Si AB est analytique, Ç = ^(0)peut être 
fonction analytique de 0; dans ce cas, ç(0) doit être aussi fonction ana- 
lytique de 0; sinon, X^ est fonction analytique de /, = /*(/), et ç[/i(/)J 
doit être fonction analytique de /. 

On voit que, si F et G sont fonctions analytiques de /, les conditions 
sont satisfaites; les deux fonctions J|,et J^ sont continuables au delà de AB. 

Quand G(/, >s) est fonction analytique de /, sans que F le soit, une au 
moins dos deux fonctions n'est pas continuablc. 

La même discussion s'applique aux coupures des intégrales doubles indi- 
(}uées par M. Laguerre. 

12. Nous donnerons, pour terminer cotte étude, quelques exemples dos 
principales singularités qu'une fonction peut présenter dans le domaine 
d'une coupure. 

Il convient d'abord de distinguer les coupures /crmec^ dos coupures 
oui-ertes. Quand une coupure q^{. fermée et enclôt Tcspaco S, il n'y a aucun 
rapport entre les deux fonctions /(:?) et/, (-j) représentées par les symboles 
à Toxlériour ou à l'intérieur de S. Il est facile de former, à l'aide d'inté- 
grales ou do séries, une fonction F(z) égale à/(^) à l'extérieur do S, et 
présentant S comme espace lacunaire, ou égal dans S à une fonction quel- 
conque 9(z). Les doux fonctions /et ç peuvent admettre toutes doux lo 
contour 5 do S comme coupure essentielle, ou comme coupure artificielle; 
ou bien, l'une est continuablc au delà d'un segment s sans que l'autre le 
soit. Dans le cas où s est coupure essentielle de ^{z)^ par exemple, il 
n'existe, à aucun litre, une fonction qui puisse être regardée comme le pro- 
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longcmcnt naturel de 9(^); car les symboles analytiques peuvent associer 
deux fonctions quelconques, et, d'autre part, on ne saurait trouver une fonc- 
tion '\f(z)j telle que 'K^O^ÇC^a) tende vers o quand z^ etZj tendent vers 
un point de s de part et d'autre de cette ligne; autrement, ç(^) serait con- 
tinuable. 

Quand '^(z) est continuablc au delà de S, la coupure s peut être pure-- 
ment artificielle; il arrive, par exemple, que la fonction prolongée est ho- 
lomorphe dans le plan. 

Au contraire, soit Alî une coupure ouverte de f(z); de part et d'autre 
de AB,/(j) prend des valeurs différentes /<(:?'), /^ (:?"); il est clair que les 
deux fonctions no peuvent être associées arbitrairement. De plus, si/^(z') 
définie du coté C de AB est continuablc au delà de AB par une fonction 
o(z)^ les points A et B sont nécessairement des points singuliers (crili- 
(jues ou extrémités de coupures) de ^(z)\ autrement, z tournant autour du 
l)oint A, après avoir franchi la coupure AB de G en C, la fonction 9(^) 
l)rendrait, pour des points :; voisins de AB et situés du côté G de cette ligne, 
les valeurs/, (.3'), de même que la fonction /a (:?); "^(z) coïnciderait donc 
avec/a(:?) pour les points z" voisins de AB et situés du côté G' de AB, ce 
(jui est impossible, /2(:;) ne prolongeant pas/,(;;). 

Dans le cas d'une coupure ouverte AB, peut-il arriver que la fonction 
ft (z*) soit continuable au delà de AB sans que f^i^z") le soit aussi ? Il est 
facile (l(? former des exemples de ce fait; considérons un cercle G de centre 
() et do rayon U; formons une fonction "^(z) ayant comme coupure essen- 
tielle la domi-circonférence située au-dessus de Ox et bolomorphe dans le 

reste du plan. Posons z = Zi -i-y/z'^ — C^, lo signe du radical étant choisi de 
manière ([uo | z \ soit inférieur à 11. La fonction 9(3) = 'K^O ^^^ ^^^ fonc- 
tion uniforme do j,, admettant le segment AB do Ox^ comme coupure ; 
quand j, tond vers AB du côté dos ^', positifs, z tond v(m*s un point de la 
demi-circonféroncc inférieure do G; 'X^«) ^^^ P'^^ suite continuable au delà 
(le AB ([uand -j, passe du domi-[)lan supérieur au demi-plan inférieur; on 
voit do mémo ([uo 'j'(^i) n'est pas continuable quand Zt tend vers AB du 
oôté dos j' négatifs. 

(Jn peut prendre encore une fonction f(z) définie dans un espace S et qui 
n'est pas continuable au delà do cet espace. Si AB est une portion de .9, sur 

laquelle /(:?) soit continue, on considère 9(^) = / ^^^- dz\ 9(^7) n'est 
pas continuable au delà de AB quand x passe de S en S' (S' désignant l'es- 
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pace extérieur à S); au contraire, 9(0?) est continuable quand z passe de S' 
en S, comme le montrent aussitôt les deux égalités 

pour X intérieur à S, et 

/{z)dz 






X 



9 (-3^)1 



pour X extérieur à S. 

Un exemple très simple de fonctions continuables des deux côtés d'une 
coupure AB est offert par les fonctions multiformes qu'on rend uniformes 
en joignant leurs points critiques deux à deux. Inversement, si/(:j) pré- 
sente une coupure AB jouissant de cette propriété, la fonction /(ij) peut- 
elle être considérée comme une branche d'une fonction multiforme n'ayant 
aux environs de AB que des points critiques distribués sur AB ? On se 
rend compte du contraire de la manière suivante : soit ?(^) une fonction 
ayant comme plus haut la demi-circonférence supérieure d'un cercle C 
comme coupure, cette coupure étant essentielle quand z entre dans le cercle 

et artificielle quand :; en sort. Si Ton pose :? = ^r, -h ^z\ — C^, la fonction 
'^(:j,) = ç(;:) est continuable des deux côtés du segment AB dcOx^ ; mais, 
si z^ passe du demi-plan supérieur au demi-plan inférieur et tourne ensuite 
autour de B, la fonction ^'«(^i) 4^î prolonge ^'(^i) présente AB comme 
coupure essentielle quand ;:, revient sur cette droite. 

Nous avons, dans ce qui précède, donné les conditions nécessaires et suf- 
fisantes pour qu'une fonction soit continuable au delà d'une coupure. Mais 
les conditions nécessaires peuvent prendre un grand nombre de formes : il 
suffit de reconnaître que la fonction ne présente pas dans le voisinage de la 
coupure un des caractères d'une fonction holomorphe, pour être certain que 
la coupure est essentielle. Ainsi, quand la fonction admet dans le voisinage 
d'une ligne une infinité de zéros, de pôles ou de points essentiels formant 
une suite linéaire^ cette ligne est sûrement une coupure essentielle de la 
fonction. C'est le cas du cercle fondamental pour les fonctions fuchsiennes 
définies seulement dans ce cercle. 

Si/(:?) est holomorphe dans le voisinage de AB, du côté C de cette ligne, 
sa valeur peut ne pas tendre vers une limite quand z tend vers des points Ç 
de AB formant une suite linéaire {f{z) est indéterminée sur le chemin Çr, 
ou/(z) tend vers des limites différentes sur deux chemins X^z différents]. 
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Voici un exemple curieux de ce fait : considérons la fonction 



(3n peut toujours prendre n assez grand pour qu'à Textérieur d'un cercle 
ayant a pour centre et p pour rayon le module du reste R^ de la série soit 
inférieur à £. Formons une suite de fonctions /«| (:;),..., //^(z), ..., les 
points a^ qui correspondent à ces fonctions étant tous distincts et distribués 
sur la ligne AI3 où ils forment une suite linéaire (ces points sont, par exemple, 
déterminés par la loi suivante : a, est le milieu de AB, a^ et «3 les milieux 
de A<2, et de «i lî, et ainsi de suite). Désignons par p^ la distance minima 
de deux points quelconques pris parmi les v premiers a^, a^, ..., o^ Pour 
rluKjue val(»ur dev, on peut prendre n assez grand pour que 

ait un module plus petit (juc £v pour tous les points M ou z extérieurs à un 
cercle Cv ayant a^ pour centre et de rayon Op^ (0 est un nombre déterminé 
plus petit que 1). Posons 



V -T 



9( = ) = 2 «■'■(-)• 



V^l 



Cette série est uniformément convergente dans Tespace extérieur à tous les 
c(»rcles Cv; si la série ^z^ converge. 

Faisons tendre M vers un des points a^, (soit a^) de njanière ([u'il reste 
extérieur aux cercles C^+n ^\l+2i • • • (^<' q^iî ^*st toujours possible : si = ^, 
il suffit que M soit compris dans Tangle droit de sommet a^ et dont la bis- 
sectrice est normale à AB). Dans ces conditions, 9(3) — IV^ (j) tend vers 
une valeur déterminée, car on peut toujours prendre q assez grand pour que 

X 

soit inférieur à a et, d'autre part, 

V = l 

est liolomorphe au point a^. La fonction ^(z) est donc indéterminée 
comme \{'^'^(z) dans le i^oisinage de a^. 
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On peut également former des fonctions qui tendent vers des valeurs 
/, (/) discontinues quand z tend vers AB sur certaines directions, par 
exemple sur la normale à AB. Soit/(0) une fonction de la variable réelle 0, 
discontinue dans tout intervalle, mais à variation limitée, et telle que la 

suite de valeurs — — soit discontinue. Si Ton cherche à déve- 

2 

lopper cette fonction en série de Fourier, on obtient une série trigonomé- 
triquc ^(A„cosnO ■+- B;,sin/zO), qui, pour toute valeur de entre o et 211, 

est égale à •'~^— ^— ^ -/_^_r"_^J. La série ^(A„ — B;,/):;" est une fonction F 

de Zj dont la partie réelle, quand z tend vers un point du cercle C de 
rayon i et de centre O, sur la normale à ce cercle, tend vers la valeur 

- - - ~"^ -, fonction discontinue de 0. Quand :; tend vers un point 

de la circonférence G sur certains chemins, F(z) est indéterminée. 

Quand une fonction F(z) prend sur une coupure AB une suite continue 
de valeurs F,(/), la coupure est essentielle au cas où, AB ét<int une ligne 
analytique, F,(/) n'admet pas de dérivée d'ordre /^. Par exemple, les 
séries 

2 



4» « 



«/l 



(dans lesquelles a^ désigne n", ou i . 2 . . . /^, . . . ) représentent des fonctions 
holomorphes de z dans le cercle G de rayon i, qui prennent sur la circonfé- 
rence de G une suite continue de valeurs F, (0), mais qui ne sont pas conti- 
nuablcs au delà de G ; car les séries 

^ cosa„6' ^ s'ina^O 
^ an ' ^ «« 

sont des fonctions continues de 0, n'admettant pas de dérivée, comme Fa 
démontré M. Darboux (*). 

Les fonctions qui représentent un espace à contour analytique sur un es- 

d^ y 

pace dont le contour est tel que -r^ n'existe pas, fournissent un autre 

exemple de cette singularité. De même à toute fonction V(a',y), satisfai- 
sant à l'équation AY = o, qui prend sur un contour fermé s une suite de 



{ * ) Mémoires sur les /onctions discontinues {Annales de l'École Normale supérieure , 
année 1875). 
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valeurs non analytique (le contour s étant analytique), correspond une 
fonction de :?, V -h /U, qui présente .9 comme coupure essentielle. 

On peut encore considérer l'intégrale F(j)= / ^ 2_ , ^ ^ prise le long 

d'un chemin analytique AB, la fonction /('() =/,(/) n'admettant pas de 
dérivée /i'*""* (ou étant discontinue, mais susceptible d'intégration). La fonc- 
tion V(z) n'est sûrement pas continuable des deux côtés de la coupure. 
Soit .!,(:;) et Jj(j) les valeurs de F( j) de part et d'autre de AB, soit de 
plus/i(/) — V(l) H- îQ(f)' Quand une seule des fonctions P(/), Q(/) est 
analytique, AB est coupure essentielle de J, et de J,; car, si Si(z) est con- 
tinuable, la fonction J^ — J, , définie d'un certain coté de AB, prend sur AB 
des valeurs dont la partie réelle (ou imaginaire) est fonction analytique de 
/, et n'est pas continuable au delà de AB, ce (pie nous avons démontré être 

impossible. Ces remarques s'étendent sans peine à l'intégrale / J! '^^ dl. 

Au contraire, lorscpie la ligne AB n'est pas analytique, la fonction /(-) 
qui prend sur AB la suite des valeurs/, (/) = V(l) -f- «Q(0> fonction ana- 
lytique de /, n'est pas continuable. Plus généralement, quand les dérivées 

" n'existent que jusqu'à Tordre n pour la courbe AB, les déri- 



~. ~ » 



(/.r (ix- 

vées de /,(/), si/(:r) (îst continuable, doivent exister jusqu'à l'ordre n et 
seulement jusqu'à l'ordre /f. Il suffit, pour le voir, de remarquer que les 
points z de la courbe AB vérifient l'équation /(j) =/,(/), o\\/(z) est ana- 
lytique dans le voisinagiî de AB. Il faut même que la partie réelle P(/) [ou 
imaginaire Q(/)j de/, (/) satisfasse à cette conditicm. (Chaque fois qu'elle 
n'est pas remplie, la coupure AB est essentielle. On voit ainsi ([ue l'inté- 

grale Mz) = / -—^-^y où la fonction de /, /(H = /,(/), est analytique, 

- AB "» "~ ^ 

le chemin AB ne l'étant pas, présente AB comme coupure essentielle. De 
même, h»s fonctions V(z) = V -h iV dont la partie réelle prend sur AB la 
suite analyticpie de valeurs V|(/), ne sont pas continuables au delà de AB. 
Knfin, lorsque la fonction z^=^ o(z) représente d'une manière conforme un 

espace S sur un espace S,, et que la dérivée —.— n'existe pas pour l'arc L 

de Sy i-~- existant pour l'arc L, de .9,, L est coupure essentielle de ç(^). 

Ajoutons, pour terminer, que, si une fonction /(r) prend sur AB des 
valeurs/, (7) dont la dérivée —~- est continue, f(z) prend sur AB les 
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valeurs /j'(/) -^, ainsi que cela sera démontré dans la suite (ceci sup- 



dl 



pose toutefois ^ continue sur AB j. 



13. Dans l'étude qui précède, nous avons admis que la coupure AH n'é- 
tait pas limite d'autres lignes singulières. Au cas contraire, quand un point 
z tend vers un point X^ de AB, il rencontre une infinité de coupures A;,B„d(» 
F( j). Si ces coupures sont essentielles, AB est nécessairement coupure es- 
sentielle de F(;j). Sinon, il convient de distinguer les deux cas suivants : 
lorsqu'il existe un espace S attenant à AB où la fonction F(;:) est conti- 
nuable au delà de chaque coupure A,,B„ par une fonction F,(r) qui existe 
au delà de AB, on peut dire que F csl conlinuable au delà de AB; si cette 
condition n'est pas remplie, F(:;) n'est pas continuable. Par exemple, soit 
/(z) une fonction uniforme définie départ et d'autre de Ox, admettant les 

points O et A de l'axe des x comme points essentiels et les points - et 



a -{ — comme zéros simples. La fonction uniforme F(z) = v/(^), qui pré- 

sente comme coupures les droites A;,B„ joignant — ix a -\ — > est continuable 

au delà de ces coupures et de OA. Considérons, au contraire, une suite dr 
fonctions/,, /a? ""f/n(^)i ""t/n(^) désignant une fonction dont Ox est 

coupure essentielle. La fonction F( j) égale 'd/n(z) entre les droites j/ = -7 

y = j est continuable au delà de ces droites, mais présente Ox comme 

coupure essentielle. Dans ce cas, il arrive parfois que F(r) tend vers des 
valeurs F, (ar), fonction analytique de a;, quand ;; tend vers 0;r; ainsi, ap- 
pelons 9(2) une fonction continue sur Ox, mais dont Ox est coupure es- 
sentielle; on peut faire /^(z) = o(z)^ •••)//t(^) = ^AlJ, ..., et F(z) tend 
verso, quand z tend vers Ox. 

14. Les théorèmes précédents ont leurs analogues dans l'étude des fonc- 
tions V de deux variables qui satisfont à l'équation AV = o. 

Quand deux fonctions uniformes V(a;,y), ^i(xyy), définies du même 

côté d'une coupure AB, coïncident le long de cette ligne ainsi que -r- et 
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-T-^> elles coïncident dans le voisinage de la coupure. On le voit en raison- 
nant sur rintégraie / V(.ç) -^— p(5)Lr \ds^ comme sur Tintêgrale 

Il suffit, pour que le théorème soit exact, qu'il existe une longueur X telle 
qu'en portant sur la normale à AB, en chaque point M, la longueur MN = X, 



fin (in 



soient inférieurs à tout 



soient 



|V(.r,j)-V.(x-,>')|cl 

nombre donné £. 

Quand les deux fonctions V et V, sont définies de part et d'autre de AB, 
elles se raccordent et forment une fonction analytique régulière de a?, y, 
([ui satisfait à Féquation AV = o. Il faut pour cela et il suffit que, si Ton 
porte sur la normale en M à AB les longueurs MN = MX, = X, de part et 

d'autre de M, | V(.r, j) - V, (./;,,/,) | et '-^(^.y) - 7/;7(^n>'i) 

inférieurs à £ Çv^ y étant un point de MN, x*,,y, de MN,). Ceci résulte du 
lemme III du Chapitre II. 

Par suite, la condition nécessaire et suffisante pour que V(a;,y) soitcon- 
tinuable au delà de AB est que la fonction V, existe. Il suffit encore que 

les difTérences [V(x-,7) ~ V,(.r,,^', )J <^^t ^-^^(x,/) — ^(a-,,/,)] ten- 
dent uniformément le long de AB vers des valeurs t'(/), ^'(0 ('désignant 
Tare AM)qui puissent être considérées comme les valeurs sur AB d'une 
fonction W(.r,^) régulière et satisfaisant à AW = o. 

La condition est également satisfaite quand V et V, se raccordent sur AB, 

m mejne temps que -j- ^-^ yr ^"j plus gen(*raiement, que V = a ^ — h p -^ 
(»t V, = a 'y - 4- fJ y .' ( a et p désignant deux fonctions de /, mais V et V'^ dif- 
férant d(» -.-;> -— j-Ce que nous venons de dire s'applique évidemment aux 

fonctions V(.r,j/, z) de trois variables, qui satisfont à l'équation AV = o. 

Dans le cas où AB est une ligne analytique, il faut et il suffit, ainsi que 
nous l'avons démontré, que V(.f,y) prenne sur AB une suite de valeurs 
r,(/), fonction analytique de /, pour que V(x',^) soit continuable au delà 

de AB. Ouand cette condition est réalisée, les dérivées -r-> -.- sont elles- 

mêmes des fonctions analytiques régulières dans le voisinage de AB, et pren- 
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lient en conséquence sur AB des valeurs p'(0> ^' (0» ^' ^^ ^ étant des fonctions 
analytiques de /. Mais existe-t-il toujours une fonction V(a?,y) telle que V 

prenne sur AB des valeurs p^ (/), y- des valeurs p'XOj ^«(0 ^^ ^'(0 ^'^^j/i/ 

fonctions analytiques de H On voit sans peine qu'il en existe une et uno 
seule : soit (-v^y) un point de AB, x = (f(l)y y = ^(l); si ^ existe, la fonc- 
tion y: "- ^ 3- <^st une fonction analytique de :; définie de part et d^autre de 
AB, et Ton a sur AB 

ai = "'(')' â?- ^/) = -'(')• 

Or il existe une fonction /(:;) définie de part et d'autre de AB, et prenant 
sur AB les valeurs p'(/) 4- i^"(l), fonction analytique de /. Si l'on pose 

1 /(z)dz = F(5), la partie réelle de F(5), P(j?,y), pour une valeur con- 

venable de la constante d'intégration, satisfait aux conditions énoncées. 
D'après les premiers théorèmes, il est clair qu'il n'en saurait exister 
d'autres. 

Plus généralement, on démontre de même qu'il existe une fonction 

V(x,^) prenant sur AB les valeurs ^^(l)^ et telle que a(/) -^ — h i^(l)j- 

« 

prenne sur AB les valeurs (^'(0 • ^(0? P(Oî ^<(0» ^ (0 ^tant des fonc- 
tions analytiques de /. 

De ces théorèmes, on déduit au sujet des coupures des fonctions V(a;,/) 
des remarques identiques à celles qu'on a faites sur les coupures des fonc- 
tions de z. 

Les conditions nécessaires pour qu'une fonction ^(x^y) soit continuable 
au delà d^une coupure analytique peuvent s'étendre aux fonctions V(u;,/, z) 
de trois variables. Mais il n'en est pas de même des conditions suffisantes. 

Soit S une surface analytique, coupure d'une fonction V(x,/, z). Nous 
appelons fonction analytique de deux ou trois variables une fonction qui 
pour tout point (x^^y^^ Zq) (sauf pour des points exceptionnels) est déve- 
loppable en série de Taylor, cette série convergeant tant que \x — Xq\, 
\y —yo\j I ^ — ^0 1 restent inférieurs à certaines valeurs, pour des valeurs 
réelles ou imaginaires de Xy /, z. 

Les fonctions V(a;, j^, :;) sont des fonctions analytiques. Une surface 
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analytique est une surface telle, que ses coordonnées jt, y^ z s^exprîment 
en fonction analytique de deux paramètres a et ^ 

o, •]/, y étant définies pour des valeurs réelles et imaginaires de a, p voisines 
(le a©, [3o ('<* couple a^, ^o définit un point de la surface). Si V(j;,y, r)est 
conlinuablc au delà de S, V prend sur S (ainsi que ses dérivées d'ordre 
(pielconcpie) des valeurs V|(a, p), où V,(a, j3) est une fonction analy- 
tique (le a, p; car remplaçons ,z-, y^ z en a, ^ dans V(.r,j', :;); les coor- 
données a-, )', w sont définies en fonction de a, ^ pour des valeurs imagi- 
naires (!<» a, fJ voisines de ao, j3o5 ^*l^ ^^(-^'j^'i ^) ^*^^ définie pour des valeurs 
imagiiiain»s de x*, ^', ^ voisines de x^^ y^ ; il en résulte cpie V, (a, P) est une 
fonction de a, [3 définie pour les valeurs réelles et imaginaires de a, p voi- 
sines de a„, p„; c'est donc une fonction analytique de a, p. 11 en est de même 

1 1 1 (W à\' (i\' 

(l(»s valeurs de -r-> -7- on -7—' — 

O.c ()y an 

Inversement, ([uand une fonction V(./;,^', z) prend sur S des valeurs 

V, ( a, j3), et — des valeurs V'(a, ^), V, et V' étant fondions analytiques de 

a, p, cette fonction est-elle continuable au delà de S? Autrement dit, 
exisle-t-il une fonction V(./-, >', z) régulière de part et d'autre de S et véri- 
fiant sur S ces dcuix conditions? 11 iren peut évidemment exister qu'une, et, 
si (»lle existe, les valeurs de ses dérivées partielles en un point x'^, y^, z^ de 
S s'obtiennent en dérivant les é(piations 

V,(.r,v,3)^V,(a,.3), 

|^(.r, V, c).:.--V'(a, .3) 
(M 

m 

Iaï première condition donne, par dérivations successives, (n H- i) équa- 
tions contenant linéairement les dérivées de V jusqu'à Tordre n inclusive- 
ment; la d(uixième donne // écjuations analogues; la troisième, - — ; — —; en 

tout, (.'({uations hneau\*s, cest-a-dire autant (jue de dérivées 

d'ordre // (*l d'ordre inférieur. On peut donc calculer l<*s vahuirs au point 
(.r^, }\j z^) de ces dérivées; si la série de Taylor formée à Taide de ces valeurs 
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est convergente, la fonction i^^x^y^z) ainsi définie vérifie les conditions 
énoncées. Mais il n'est pas démontré qu'elle converge nécessairement. 

Dans le cas où la surface de S comprend une portion g de surface sphé- 
rique il, sur laquelle V(a;,y, z) s'annule fia fonction V(x*,^', z) étantrégu- 
liére dans cette sphère et continue sur sa surface], Y(,v,y,z) est conli- 
nuahle au delà de ]S, ainsi que le montre aussitôt Tégalité 

OÙ /• et a ont une signification connue. 

Toutes les formes de conditions nécessaires ^ pour qu'une fonction /(:;; ) 
soit continuable au delà d'une coupure, s'étendent sans peine aux fonctions 
y(xjy,z) et permettent de trouver des fonctions V ayant différentes es- 
pèces de coupures essentielles. 
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SECONDE PARTIE. 

I)É\ ELOPPEiMENT EN SÉRIES DES FONCTIONS A SINGULARITÉS QUELCONQUES. 



CHAPITRE J. 



1 . iVous allons, clans cette s<»conde Parti<*, chercher à décomposer en 
sommes et en produits les fonctions affectées de coupures. Pour obtenir 
l'expression exphcile en séries des fonctions auxquelles on se trouve ramené, 
il esl nécessaire de savoir dév(»lopper en série une fonction holomorphe dans 
une aire quelconque ou a l'extérieur d'une ligne quelconque. C'est ce point 
que nous traiterons dans le premier (Chapitre. 

In premier mode de dévelo[)pement repose sur les propriétés de la repré- 
sentation conforme. Soit une ligne cjuelconque s du plan des z^ assujettie 
à la seule condition de ne pas se couper. 11 existe une fonction z^ =^f(^z) 
([ui représente d'une manière conforme l'espace S extérieur à s (ou Tespace 
intérieur à 6-, si s est fermée) sur Tespace S, (extérieur à un cercle C du plan 
des 3, ayant l'origine pour centre. Autrement dit, j, est une fonction de z 
holomorphe dans S (sauf en un point r^ ([ui est un pôle), et telle qu'à 
clKupie point r, de ( 1 corresponde un seul point z de S, et réciproquement : 
z =lf^(z^) est holomorphe dans S,, sauf en un point qui est un pôle. La 
fonction /(j) dépend de trois constantes réelles arbitraires; on peut faire 
correspondre à un point de S et à un point de son contour s un point arbi- 
tiaire de S, et de la circonférence c. Faisons correspondre les points à Tin- 
lini de S et de S| ; à l'extérieur de C, la fonction ;: = 9(^1) qiii admet le 
])oint 30 pour pôle se développe ainsi : 



^i . ^'i 



z ■_ .- /\f, c I -h , . . 4- n -3 j -+- rt -|- — -f- -^ -î- . . . . 

Zl Zy 

D'autre part, la fonction z^—/(z)^ à INixtérieur d'un cercle C' ayant 
l'origine pour centre et comprenant a*, est de la forme 

^, -- /. ;, w*? H- . . . H- /, ' c -h <?' — ^ -r- 



SUR LES LIGNES SINGULIÈRES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. B.81 

On en déduit que p = q z= i et que, par suite, 

, ^ a, 

Z — A*5| — |- d -\- — -H .... 

La fonction z = 9(5,) contient encore une constante réelle arbitraire; on 

peut écrire 

z^=zçf,[zi{ ces (x-\- i sin a )] , 

a désignant une constante réelle. 

Posons ^'= Ârz, ; quand Zt parcourt C, z' décrit un cercle concentrique 
de rayon Rp, si R est le rayon de C et p le module de k. Dans ces condi- 
tions, 

^, «1 

z z -\- (l -\- — J- -{- ... y 

et, si Ton change, en dernier lieu, z'-h a en :?,, il vient 



*j 



1 



a 



La limite de | :? — -:r, | est zéro pour z = ao. En définitive, étant donné Tes- 
pacc S, il existe une fonction -3, =y(i?), telle que lim| z — Zf \ soit zéro 
pour z infini, et qui représente d'une manière conforme l'espace S sur l'es- 
pace extérieur à un cercle bien déterminé C, du plan des:r|. La manière 
dont nous avons obtenu cette fonction montre qu'il n'en existe qu'une seule. 
Désignons par a le centre de C, ; nous dirons, pour abréger, que z^ =/(z) 
[ou z = ç(^i)J csi fonction figurative de l'espace S et que a est l'ajfixede 
la ligne s. 

Soit maintenant une fonction u = F(:;) holomorphe dans l'aire S (y com- 
pris le point oc); posons z = (^{z^)\ la fonction F^(:r,), holomorphe à 
l'extérieur du cercle C,, de centre a, se développe ainsi 

A B L 



5i — a (Zi — a)' (5, — aY 

et, comme z, =/(z)^ on en conclut que ¥(z) peut se mettre dans l'espace S 
sous la forme 

Ceci s'applique à une quelconque des fonctions z^=f{z) qui représentent S 

II. — Fac. de T. B. I l 



I 
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sur un cercle d'une manière conforme- Mais la fonction figurative est la seule 
qui vérifie les égalités suivantes : 

i*^ Soit a un contour fermé entourant s : 



4- fF(z)dz = \. 



2-"ca 



En effet, l'intégrale précédente est égale à — / g{z^)dz^^ a, désignant un 



dz 



contour fermé entourant le cercle C, , et g{z^) le produit F,(z,)^ 
D'après (i), 

Ji — a (Cj — a)* 

D'autre part, 

dZy 



dz = ^J, — - — 



Par suite, 



^(5,)rf3,T=rfs, 



A B ir B' 1 

/i -4 -I ... I I 1 _j ... 



Le seul terme dont l'intégrale ne soit pas nulle est 

A dz, 



1 — </' 



donc -— / ¥{z)dzz=i k. 

^ (T 



2" ^A- / :;F(>j)^/w = Aa -h B, si V(z) s'annule pour zco. Cette inté 

gralc est égale à Imlégrale y 4^'|(j,)t/j,, où '\f(z,) = :}(z^)F^(z,)^^ 

On voit, connue plus haut, que dans ce produit le seul terme dont i'inté 
grale ne soit pas nulle est 

dzi, par suite. — r- 1 zF(z)dz=: Aa-\-B. 



Zi — a 



(^uand les égalités précédentes sont vérifiées, pour une des fonctions 
z^ =:f(z)^ on aperçoit aisément que lim | :r, — :; | = o pour z = co.hei fonc- 
tion figurative jouit donc seule de ces doux propriétés. Ces remarques nous 
seront utiles dans la suite. 

J^]n particulier, si s se réduit au point a, la fonction F(z) peut se mettre 
sous la forme 
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X et [ji étant des constantes. Mais il faut que X = o et que [ji = i pour que 
les égalités énoncées soient satisfaites. La fonction figurative devient donc 
z^^= z quand s se réduit à un point. 

Lorsque S est une aire à double contour, M. Schottky a montré que S 
peut se représenter d'une manière conforme sur la couronne comprise entre 
deux cercles concentriques. 11 s'ensuit que F(z) se développe dans l'aire S 
de la manière suivante : 



n =H-9o 



F(5)= 2 «»/"( = )• 



n = — « 



C'est la généralisation du théorème de Laurent. 

2. Les modes de développement que nous indiquerons maintenant n'exi- 
gent la connaissance d'aucune fonction particulière relative à la ligne s. 

En premier lieu, soit une aire quelconque S ne présentant pas d'angle 
rentrant et limitée par une courbe s. Traçons un cercle C tangent à s au 
point M et extérieur à S. Si a est le centre de C, z l'affixe de M, x un point 

intérieur à S, l'expression ^_ peut se développer ainsi 

I r I z — a (z — a)" 1 ... 

Faisons parcourir au point z la courbe 5, a variant avec :; d'une manière 
continue, sauf aux points anguleux de 5 : la série A(z) converge uniformé- 
ment et représente ^7— — D'autre part, si F(x) est une fonction holomorphe 



z — J7 

de X dans S, continue sur 5, on a 



F(.) = -L-ri(iI:^ 

2 17: J Z — a; 

Par suite, 



n = • 



2i7:F{x)='^J^F{z) ,'' r.n^. dz. 



« = 



(z — g)^ 



Mais on peut toujours tracer un contour extérieur à 5, intérieur à la 
courbe a décrite par a, et formé de A* arcs de cercles tournant tous leur con- 
vexité vers s. A l'intérieur de ce contour, d'après un théorème de M. Appell, 



n — oB 






X 
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Los a,„ bnt ..., In sont des fonctions continues de a, par suite de Tare 
/ = M, M de 5; les a,, a^, . . ., a^^ vsonl des constantes. De même, 



n = V 



I )onc 

¥{z)(z-ay-'dz _iir^ A„ ^ L, 



ra = 30 






1^5 — a)' ' az '^ An Li„ . . 



n = V 



V = oc 



(■-«) V(x)=^^cf^{jr). 



V = 



Si S est l'aire extérieure à une certaine ligne ouverte Sj on rentre dans le 
cas précédent, en posant 

a -h h r- — T- 

(f/et A sont les affixes des extrémités de .ç). La fonction F|(3,) est holo- 
morplie à Textérieur d'un certain espace et peut se mettre sous la forme 2. 
Il suffit, pour avoir le développement de F(w), de remplacer j, en fonction 
de z. 

Dans 1(» cas où S est Tain» intérieure à une courbe convexe 6-, un raisonne- 
nnMil analojii^ue au précédent i)ermel d'obtenir des résultats plus simples : 

Nous supposons que .y n'a en chacun de ses points qu'un contact simple 
avec sa tanji!:ente. Traçons un corde (] lanjj^ent à s au point M et compre- 
nant S il son intérieur. Si a osl le contre do (^, z Taflixo de M, x un point 

intérieur à S, Toxprossion ^ peut se développer ainsi 

-■ ~H — 4- . . . ■+■ r- — : -|- . . . — A ( C ). 

Z — .V z — a ^z — af (j — f/)"'-> ^ 

Faisons parcourir au point z la courbe ,y, a variant avec z d'une manière 
ronlinuo, sauf aux points anguleux do .v. La série A(:;) converge sur 5 uni- 

formémenl et représente 7- - • D'autre part, si F(\ir) est holomorphe dans 
S et sur .V, on a 



F 



'Vyz^dz 



a 17:./ z — X 
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par suite, 



/t = « R = 00 



"> >-'-'-^s/ 'T:;'''" =:s''-(-). 



n = * « = 



P/i(^) désignant un polynôme en x de degré /i. On voit donc qu'une fonc- 
tion F(a7), holomorphe dans S, peut se développer dans cette aire en série 
de polynômes. 

Discussion. — Nous avons admis qu'on pouvait tracer, en chaque point 
de 5, un cercle tangent à la courbe et comprenant s à son intérieur. Ceci 
est exact si la courbe s n'a, en chaque point, qu'un contact simple avec sa 
tangente. Soit, en effet, une courbe convexe passant par l'origine et ayant 
en ce point un contact simple avec Ox (Oy est dirigé vers le centre de cour- 
bure). Pour les valeurs de x comprises entre — pet-ha(— ^et-ha étant 
les abscisses des tangentes parallèles à O/), on a 



x^ 



j = (p(a:)=i — /(Ôo:). 



Traçons un cercle tangent à Oa?, de rayon supérieur au plus grand des nom- 
bres a et p, ainsi qu'à d (d désigne l'ordonnée de la tangente, parallèle à 
0.r). Si, entre — ^ et -}- a, l'ordonnée du cercle 



est plus petite que l'ordonnée correspondante de s entre a et — p, le cercle 
comprend s à son intérieur. Soit (x une valeur inférieure (ou égale) à la plus 

petite valeur de ^^— ^ — - entre h- a et — p ((x est positif) : entre a et — p, y 

est supérirtir ou égal à [kx^. Il suffît donc que [kx^ — Y ne soit jamais néga- 
tif entre — ^ et h- a. Ceci peut s'écrire 



(R— \kx^ est positif, puisque R est supérieur à d). Élevons au carré; il 
vient, après réduction, 

Prenons maintenant un point M quelconque sur la courbe *; x ely sont 
fonctions d'un certain paramètre, et le long de *, (x'y" — y'a/') est, par 
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hypothèse, plus grand qu'un certain nombre positif. Menons en M la nor- 
male MY vers le centre de courbure; MX est la direction perpendiculaire à 

MY qui fait avec M Y Tangle — - ; si a désigne Tangle (MX, Oa?), un simple 

changement de variables montre que, pour le point M, 2(x doit être égal ou 

^' y" •»»' -p^ 

inférieur à Texpression , / ' ^-7—: — rr (x variant dans l'intervalle où le 

^ (j::' cosa -+- j' sma)' "^ 

dénominateur est positif). Cette condition est satisfaite à coup sûr si 2(jl est 

3^ \'^ — v' JC^ 

inférieur (ou égal) à la plus petite valeur sur s de —^ = — j-- Soient donc 

n la c^/^/awc^max/ma de deux tangentes parallèleset2m la courbure minima 

do .v; il suffît de prendre R supérieur à la fois à D et à > pour que les 

cercles de rayon R tangents intérieurement à s renferment s. 

Le raisonnement n'exige pas à la rigueur que s admette en chaque point 

un cercle osculateur, c'est-à-dire que -j- tende vers une limite, mais seule- 
ment que, pour les valeurs de A^ inférieures à un certain nombre 8, le rap- • 
port -^ soit supérieur à une quantité finie, 2/??, le long de s. 

Si s présente des points anguleux, il suffit que la condition relative à R 
soit remplie pour chaque arc distinct de s. 

Quand x'y' — y'x" s'annule en des points M, de s ne formant pas une 
suite linéaire, on décompose s en deux parties : la première a comprenant 
ces points et dont la longueur peut être rendue aussi petite qu'on veut; la 

seconde? s — a; on raisonne sur / -73. -■ comme sur l'intégrale analogue 

prise le long de s. On voit ainsi que cette intégrale peut se développer en 
série de polynômes : -lP^,(/i). Quand on fait tendre a vers zéro, l'intégrale 
relative à a t(înd vers zéro, et les polynômes V\^{n) tendent vers une limité 
P„(x-); 2P„(.r) représente F(^')* 

Si les points M, forment une suite linéaire sur s (par exemple, si 5 com- 
prend des segments de droites), on a recours à la remarque générale sui- 
vante : soit une aire S intérieure (ou extérieure) à une courbe fermée s\ s'il 

existe, en dehors de S, un point A, tel que, en posant z, = ■;; > l'es- 

pace S se transforme en un espace S, intérieur à une courbe convexe 5,, 
sans points d'inflexions, la fonction F(x) peut se mettre, dans S, sous la 
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forme 



n= m 



f(-)=i;p4f^« 



11=0 



A quelles conditions ce point A existe-t-il? On sait que la figure qui cor- 
respond à s dans la transformation 5, = 7—— peut coïncider avec la figure 

inverse de ^par rapport au point A (1 étant la puissance d'inversion). Si 
l'arc BC de s tourne sa convexité vers A, Tare inverse B, C, tourne sa con- 
cavité vers A. Si BG tourne sa concavité vers A et si A est intérieur à tous 
les cercles G osculateurs de Tare BG, B,G| tourne sa concavité vers A. Si 
A est extérieur à tous les cercles G, B, G, tourne sa convexité vers A. Quand 
un cercle G passe par A, B|G, présente une inflexion. 

Geci posé, une discussion très simple montre que le point A existe aux 
conditions suivantes : S ne présente pas d'angle rentrant; de plus, si G' dé- 
signe les cercles osculateurs à s en'tous les points où s tourne sa convexité 
vers S, G'' les cercles osculateurs aux autres points, il faut qu'il y ait, en 
dehors de S, une aire intérieure à tous les cercles G' et extérieure à tous 
les cercles G". 

Un point quelconque de cette aire jouit de la propriété énoncée. 

Les cercles G' et G" se réduisent à des droites aux points d'inflexion. Si, 
en particulier, s est convexe, mais renferme des segments de droites, il faut, 
pour que A existe, que les demi-plans situés par rapport à ces droites du 
côté opposé à la courbe s aient une partie commune (ceci a toujours lieu si 
s ne renferme que deux segments de droites). 

Quand le point A n'existe pas, on peut toujours (S étant une aire quel- 
conque sans angle rentrant) décomposer 5 en arcs PQ assez petits pour qu'il 
existe, en dehors de S, un point a, tel que les cercles tangents à 5 en chaque 
point de PQ et passant par a soient extérieurs à S. On peut écrire 

r ¥{z)dz ___y r ¥(z)dz ^ 

la fonction/, (^) = / ^ présente la ligne PQ comme coupure. Po- 

sons 

I 



a:' = 



X — Cf. 
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L'arc PQ se transforme en un arc P'Q' dont toutes les tangentes sont ordi- 
naires et extérieures à l'aire S'. La fonction /i (^ "^ *) ^^^ développable en 

série de polynômes dans un contour convexe s' comprenant P'Q' et renfer- 
mant l'aire S'. Remarquons toutefois que/< devient infinie aux points P' et 

Q', mais de Tordre de L:î pour z = o; f zrz~i représente donc bien encore 

/, {x')^ et le raisonnement employé n'est pas en défaut. Il résulte de là que 
F(.r) peut se développer ainsi, dans Taire S, 

(4) F(.)="f[p.(;^)-.Pj(^J-....-HP*(;^)], 

n = 

a,, a^, . . ., OLf, étant des points extérieurs à S. 

Le cas où S est Taire extérieure à une ligne ouverte se ramène au précé- 
dent par la transformation déjà employée 

a-^- b 



Les développements (2), (3), (4) s'étendent facilement aux fonctions de 
plusieurs variables. 

3. Propriétés des développe me rUs (2), (3) el (4). — Les développe- 
ments (2), (3), (4) convergent uniformément et absolument dans toute aire 
intérieure à S et sans point commun avec s. Leur convergence est compa- 
rable à celle dos progressions géométriques. Les dérivées de ¥{x) sont re- 
présentées par les séries obtenues en dérivant les différents termes de ces 
développements, séries qui sont de même forme que les premières. 

Etudions, en particulier, le développement (2). Les termes Çv(^) de ce 
développement sont identiquement nuls dans Taire 21 extérieure aux cercles 
a,, ao, . . ., «yi, qui ne renferme pas S. Par suite, la somme de la série (2) 
esl nulle dans 21, et égale à F(x) dans S. On déduit de là un moyen de 
former des séries dont les termes sont des fonctions rationnelles, et qui re- 
présentent deux fonctions quelconques dans deux aires distinctes absolument 
quelconques. 

Le développement (2) est possible d'une infinité de manières. En effet, 
(juand la fonction Çv(^) est déterminée, ses coefficients ne le sont pas entiè- 
rement; de plus, on peut ajouter aux termes de la série (2) les termes d'une 
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série de la forme Çv(^)? ^ui représente zéro dans Taire 2', extérieure aux 
cercles a,, aj, . . ., a^, et renfermant S. 

Remarquons que, dans la démonstration, on peut remplacer la fonction 

1 par la fonction '\f(z — x)^ 4'(^)^y^^^^^P^^^'^^ = ^^'^P^l^d'^^d^^ '» 

dont le résidu est égal à l'unité, et ses points singuliers A, , Aj, . . . étant tels 
(jue les points a; -}- A,, a? -f- Aj, . . . restent compris dans Taire S quand x 

reste compris dans Taire 2'. L'expression — est alors remplacée par 

fin. 

•y^'^(j — a^), et les coefficients sont indépendants de la forme de v};. On 

peut prendre, par exemple, pour ^(^) la fonction Z(z). On déduit de là, 
pour un contour quelconque, des remarques analogues à celles qu'a indi- 
quées M. Appell dans le cas d'un contour d'arcs de cercles (*). 
Si nous considérons les premiers termes de (p, (a;) 

9\\X)^= h. . .H h 7 r\ -h • . • . 

^ ^ ' X — ai X — OLk (^ — «i)' 

On voit que, dans le cas où S est l'espace extérieur à un contour 5, 

(2') -4- ÇY{x)dx = d^b'-^,,.-\-l\ 

2i7rJ^ "^ 

c'est-à-dire que cette somme est égale au résidu de la coupure s. 
Quand S est Taire intérieure à 5, rappelons-nous que 

I ai /f a^ 



X — a X — «1 '*' X — ak (J? — «i)' 

et que 

«i 4- ^i 4- . . . -h /i = o 

identiquement. D'autre part, 

211: J^ '^ \ / 

donc 

a'-h 6'-h...4- /'= — ^ / {z — a)/{z)(a^'hbi'^...-hli)dz = o. 



(*) Mathematische Annalen^ t. XXI. 

II. — Fac. de T, B.I3 
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Ajoutons un mot au sujet des développemenls (3) et (4). Soit d^abord la 
série Ci) 

(]omme les dérivées successives de F(^) sont représentées par les séries que 
forment les dérivées des termes, on en conclut que la série 

converge et est égale à F(o). Plus généralement, 



Les coefficients de (3) ne sont pas déterminés : on peut se donner arbitrai- 
rement les n ])rcmiers termes du développement (si grand que soit /i); on 
peut aussi exiger i\vC'A partir du ^;>^'">** terme les polynômes ne renferment 
pas de terme de degré inférieur à/?, et que, pour v <C/>î Pv soit égal à Ax^; 

A* coïncide alors avec 

1 . 2 ... V 

Le développement (2) ne converge pas, en généraly en dehors de S, car 
les séries (|ue nous avons intégrées pour l'obtenir divergent en dehors de S. 
Mais posons u = 9(3), 9(3) étant holomorphe et sa dérivée ne s'annulant 
|)as dans S. A Taire S correspond une aire S' que nous supposons convexe; 
z = '^(u ) dans S' | '\f(u) esl holomorphe | ; on voit donc que V(z) = 1' 1 (w) 
est holomorplu» dans S', et, par suite. 

Si à une valeur de u correspondent, dans le plan des j, d'autres valeurs j,, 
z.2^ . . ., la séri(» ()) converge aussi dans les aires S,, Sa, ... décrites par :;,, 
w^, — Cette remarque s'applique aussi bien aux développemenls (2) et(3). 
Quand Taire S est extérieure à un contour 6-, 



M -- 30 






dans le cas le plus général. On voit que 



n — « 



j'v\x)clx =2«i-*- *i + - • •+ 'i. 



/!= I 
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al désignant le coefficient de — — — dans P^, etc. On peut, dans ce dévelop- 
pement, faire en sorte qu'à partir dev = n les P^ ne renferment plus de 
termes de degré inférieur à n en — — — j et que, pour v -< /i, les P* se ré- 

(luisent à ; -» Faisons, en particulier, v = 3; dans ce cas, 

(4') ! ' 

Quand s se réduit à une ligne ouverte dont a et & sont les extrémités, on 
sait que les développements (2), (3), (4) subsistent à condition d'y rem- 
placer X par X, = - Lr -h h ^{x — a){x — b)\ : le signe du radical 

étant choisi de sorte que x, devienne infinie avec x, lim \x^ — x\=^ o pour 
0? = 00. Si Ton se reporte aux égalités établies dans le n** 1 , on voit que les 
égalités (2') et (4') sont encore vraies dans ce cas. 

Telles sont les principales remarques relatives à ces développements. Il 
est facile d'appliquer, par exemple, le développement (3) à une aire con- 
vexe, formée d'arcs de cercles, disposés d'ailleurs d'une façon quelconque. 
Quand F(x) est une constante, les coefficients se calculent aisément, et l'on 
obtient ainsi la somme de séries assez complexes. Mais je n'insiste pas davan- 
tage sur ce point pour le moment. 

4. Nous avons, dans les raisonnements employés, supposé que F( s) était 
holomorphe dans S et continue sur s\ quand cette condition n'est pas rem- 
plie (sauf dans certains cas particuliers indiqués dans la première Partie, au 

lemme II du Chapitre II), l'intégrale / ^_ n'a plus de sens ou ne repré- 
sente pas F(a?), et la démonstration donnée tombe en défaut. 

Prenons, par exemple, le cas d'un contour convexe s. Soit x un point 
de S ; entoiu'ons ce point d'un contour fermé a intérieur à ^ et convexe : 



2n:¥(x)^rz I — ^— ^^ — ; 
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on peut écrire là encore 



n = « n = o» 



/?ë^"=2X,-fe^^<=>*=2-.<' 



n=l ^ «=l 



(a étant une fonction continue de j), et la série 2l\(x) converge dans a ; 

f ^"'^ est constamment égale 

à 2 tir F(x); mais rien ne prouve que les termes du second membre tendent 
respectivement vers une limite. 

Supposons qu'il existe une fonction de ^, P -h rQ, Iiolomorphe dans la 
j)artie de S voisine de .ç, continue sur s, et telle que, si l'on pose 

le point rt, quand z parcourt .y, soit sur la normale en z k s. Considérons 
dans S Fcnscmble des courbes a voisines de 5, et normales en chacun de 
leurs points z à la droite joignant ce point z au point a défini par l'égalité 
précédente. Nous admettons encore que ces courbes sont fermées, sans 
points communs, et que chacune d'elles est comprise à Tintérieur des cer- 
cles qui passent par un de ses points z et ont a pour centre. 

(^choisissons une courbe a assez voisine de s pour que P -h iQ soit holo- 
morphe entre s et a; on peut écrire, pour tout point x intérieur à a. 

Si l'on désigne par a' une seconde conrl)c a, comprise entre s et la pre- 
mière, pour tout point ./• intérieur à .ç'. 



>'('>=râ2./:7fe,^Çif<')*=2'".'-)^ 



mais 



(]ar la fonction placée sous le signe / est holomorphe entre a et d'. 11 en 
résulte que la série 2]P;,(x) coïncide avec la série ]SP^,(a;); elle converge 
donc à l'intérieur du contour d'et, par suite, dans Taire S. 

Tout revient, par suite, à trouver une fonction P -h i'Q jouissant des 
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propriétés admises. Nous allons démontrer qu'il existe une telle fonction 
pour toute courbe convexe s, n'ayant qu'un contact simple avec toutes ses 

dz d} z 

tangentes y siy en chaque point z de cette courbe y les dérivées --j^y ~^ 

(/ étant Varc de courbe) existent et sont continues. 

Prenons comme paramètre arbitraire l'angle que fait avec la direction 
fixe Ox la droite OM qui joint Toriginc O, intérieure à ^, à un point M 

de s. Le long de 5, -^> ^ sont continues, et l'expression ^ -^ ~" '^ ^» reste 

supérieure à un certain minimum positif. 

Par hypothèse, la droite (z — a) est normale à 5, quand z parcourt s. Il 

faut trouver une fonction P -h rQ, telle que ^ tende vers — j- quand z tend 

vers M, telle, par suite, que, le long de 5, 

P e/j7 -h Q ûf/ = o. 

Posons 

p --P -Q -Q. 



il vient 

Vxdx — Q, c(^ =z o. 

Si la fonction P, -f- rQ, existe et que U -f- Vr désigne son intégrale, U 
prend sur s une valeur constante. 

Ceci posé, la démonstration est facile dans le cas où s est une ligne ana- 
lytique régulière. 

Cas où s est une ligne analytique régulière. — Soit z, = ç(^) une des 
fonctions qui représentent, d'une manière conforme, l'espace S sur un 
cercle de centre O. Posons U -h Vi = L (f(z) : U prend une valeur constante 
R, le long de s. Nous avons démontré, dans la première Partie, que la fonc- 
tion U -h i V est continuable au delà de S, et holomorphe dans le voisinage 
de Sj de part et d'autre. Il en est de même de ses dérivées successives. Soit 

P^ = —y Q^=— —; Iq long de Sj Ptdx — Q^dy = o\ P< et Q, ne s'an- 
nulent pas à la fois sur s, sinon la courbe 5, UÇx^y) = Rn présenterait un 
point singulier. 
Si l'on pose 
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la fonction P -H i Q est holomorphe et différente de zéro aux environs de *, 
H prend sur s des valeurs telles que Px'-i- Qy= o. 

(^ette fonction est holomorphe dans tout l'espace S, car Ph- /Q = -^77^ > 

et (f'(z) ne s'annule pas dans S; P -+- iQ s'annule pour la valeur z^ qui an- 
nule (f(z)j valeur qu'on peut toujours supposer être o. Dans le voisinage de 

r = o, P -f- iQ est de la forme ^(1 4- - A), car le résidu de ^t-t» relatif 
' . ^ ^ ^' 9(5) 

au pôle z = Oj est égal à -h i . 

( considérons alors les courbes C normales, en chacun de leurs points z, à 
la droite z — a. Elles vérifient Téquation différentielle l?dx-hQdy = Oj qui 
a pour intégrale générale U =R. Pour des valeurs de R<R| , ces courbes sont 
fermées, sans points communs, intérieures à s et tendent vers s quand R 
tend vers R,; elles entourent le point 3 = pour lequel ^(z) s'annule. Je 
dis, de plus, que ces courbes sont convexes et n'ont qu'un contact simple 
av(»c leurs tangentes. En effet, soit Q Tangle que fait avec Ox la normale 

en M à Tune des courbes G. 11 suffit de prouver que ^ garde un signe con- 
stant et ne s'annule pas quand M parcourt la courbe C. Par hypothèse, 
sur.ç, -7z est toujours positif; désignons par x^=/(Oj R), ^' = y,(0, R), 

les coordonnées d'un point de C (C correspondant à la valeur R), /et /, 
sont des fonctions continues de et de R : 

dO ~" d.v dô "^ dv de ~ dx ^'^ dv ^' ' 



On sait que 



— =--^ el, d autre part, — i=tangt?. 



On déduit de là que 

^'=-QX(0,R), yz:zPX(0,R), 

À étant une fonction de et R (ou de x et y) égale à p fr- ; X est 

une fonction continue qui ne s'annule pas dans S, et qui, par suite, garde 
un signe constant; en effet, 

s- z= a(a:, y) = — ™: 
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[>'(xy) est la partie réelle du produit (P 4- /Q)- (holomorphe dans S, 

puisque P H- iQ s'annule pour z = o)\ c'est donc une fonction qui satisfait 
à Tcquation A(x = o, régulière dans S, et prenant sur s une suite continue 
de valeurs dont le signe est constant; autrement, Px-^Qy s'annulerait 
sur Sj et une tangente à la courbe s passerait par l'origine O, ce qui est im- 
possible. Comme la fonction X est égale à i pour z == o, elle est toujours 
positive. On voit ainsi que 

-+-P-;r-| 



= >(-Q 



mais 



il = arc tang — p = arc tang ^ 



par suite 



d9 .dP 



et 



.d^ d^ <^ r /rfc 'i^\ àx dx 
'-d^^-d^=dz^^^^'^^= P + iQ 

P^ est une fonction qui satisfait à l'équation AP!p = o, et prend sur s des va- 
leurs -^ Y toutes positives. Comme elle est régulière dans S, elle est con- 

stamment positive dans cet espace; -^ est donc toujours plus grand que o 

sur une courbe C. 

En dernier lieu, les cercles décrits de a comme centres et passant par z^ 
comprennent-ils à leur intérieur la courbe C qui passe par ce point z? Soit 
C| une des courbes C; traçons un cercle qui lui soit tangent et dont le 
centre soit du côté du centre de courbure de C,. Ce cercle entoure C, si son 

rayon r est supérieur à la fois à 6^ et à > d étant la distance maxima 

de deux tangentes parallèles de C, , et 2m le minimum sur la courbe de l'ex- 

pression '-^ — ^ c'est-à-dire de la courbure de C, (ou une quantité in- 

férieure à ce minimum). D'autre part, d'après ce qui précède. 



(^/i_^y.)t v^FM-Q« 
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Soit B la plus petite valeur de P^ sur 5; dans Taire S, P'(^) est au moins 

égale à B; soit b le maximum de v/P^H-Q^ sur 5, et D la distance maxima 
de deux tangentes parallèles de la courbe s. 

Il suffit que r soit supérieur à la fois à D et à — ~rj:^ — Cette dernière 

quantité garde la même valeur quand on multiplie P -t- «Q par une con- 
stante K. 

('e point établi, on peut toujours (sang que rien soit modifié dans les rai- 
sonnements précédents) multiplier la fonction P H- /Q par un nombre réel 
(»t positif À*, assez grand pour que (jx désignant le module minimum de 

P -+- /Q entre C, et 5), (jlà* soit supérieur à D et à — txïF — ^*^ fonction 

A'(P -+- /Q) remplit dès lors toutes les conditions exigées : les courbes C, 
comprises entre C, et .v, sont intérieures aux cercles qui passent par un point z 
de ces courbes et qui ont a pour centre; car le point a = z — kV — //cQ 
est sur la normale en z à la courbe C, et à une distance de z supérieure à r, 
du côté du centre de courbure x^^ y^^ puisque 

h étant positif. Il est même aisé de voir que l'on peut prendre k assez 
grand pour que cette condition soit remplie pour toutes les combes C (si 
voisines qu'elles soient de l'origine). 

On pouvait choisir au lieu de ^(z) une fonction P(^) (dont la partie 
réelle fût constante sur .ç), et présentant dans S des singularités quel- 
conques. Le raisonnement précédent s'applique aussi bien. 

Cas oà la courbe s est quelconque. — Lorsque la courbe convexe s vé- 
rifie seulement les conditions énoncées, la démonstration est plus délicate. 
Nous prouverons, en premier lieu, qu'il existe une fonction P 4- tQ, holo- 
morphe dans 5, et prenant sur s une suite continue de valeurs telles que 

Soit, en effet, 

£2 = arclang^ f = arctang^^/- =F(0) sursV 

F(0) croit de 2ir en même temps que 0. Posons 

Çl' — Çl-^Qz=zG(B) sur 5. 
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On sait qu'il existe une fonction û', régulière dans S, satisfaisant fi réqn.i- 
tion AQ'= 0, et prenant sur s la suite continue de valeurs G(6). Désignons 
par R la fonction conjuguée de û', 

L(P -h iQ) =- R 4- i^'-^ Le, 

11 suffit d'établir que R prend sur s une suite continue de valeurs. 

Soit z^=x^rh- ?y, une des fonctions de z qui représentent d'une manière 
conforme l'espace S sur un cercle C, ayant l'origine pour centre et de 
rayon i; R(x, y) devient une fonction R,(a;,,/|) quand on remplace x et 
y en fonction de ^i,/i; R|(a7,,y^) est régulière dans C et satisfait à l'équa- 
tion AR, = o. 

A chaque point z de ^ correspond un point ^, de la circonférence C, et 
réciproquement; est une fonction continue de ç qui croît constamment 
avec ç et augmente de 271: en même temps que ç (ç désigne l'angle que fait 
avec Oxt la droite qui joint O à z,); G(0) est une fonction continue de 
(p, G,(ç). A une constante réelle près, R,(a:|,y,) est donnée par l'intégrale 



2 7r J i-h a- — aacosi}' ^ ^ 



(a et ç sont les coordonnées polaires d'un point Zt). Remarquons que 

£ tend vers o avec A6, et, quand G'(0) est continue entre o et 271 (ce qui est 

l'hypothèse), on peut trouver un nombre A, assez petit pour que, | A6| étant 

inférieur à A,, |£| soit inférieur à un nombre y), qu'on peut prendre aussi 

petit qu'on veut, et cela pour toute valeur de 6 entre o et ^tz. 

Il s'ensuit qu'on peut trouver assez petit, pour que, | ^ | étant plus petit 

que S, 

G» (9 4- ^) - G, (9) ^ [0(9 4- ^) - 0(9)] [G'( 0) + £], 

I £ I étant inférieur à y], quelle que soit la valeur de <p entre o et 21:. [Dans 
G'(6), 6 représente la valeur de correspondant à ç.] 
On aura donc 

*^ * *^*' i\ »T/ j |_^ ^t __ 2^ cos4^ ^ ^ 





6 



J_. I -H a* — Qûreos^^'- ■* ^ ^ 

= K(rt,9)-^J(a,9). 
II. — Fac. de T. B.l3 
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On fi^ut trouver un nombre a^ assez voisin de runité pour que, a étant 
ronipri.« ^ntre r et a,, on ait 

k a, ^» — K'i.S" •<-» 

2 

quel que soit s. 

O>n*id^ron« J/^ar, s > : 

• - 

w, I __ /i* — 2acosv • • ^' , I — a* — aacos-^ ^ 

•- <i'f 5; J, i'<7. ^; — J,/'<y, s). 

Arimettons, pour un instant, qu'il existe un nombre a\ assez voisin de i 
fKiur que, a et a" étant compris entre a\ et i, on ait, quel que soit o, 

K'Muarquons que la différence h(r^ -H v j — 0(^9 ) a le signe de '^; par suite, 
dauH riritégnile J|, tous les éléments sont positifs; J, s'obtient en multi- 
pliant tous ces éléments par une quantité e de module inférieur à r,; par 

Ji - aJ,, 

a érant inférieur à •/;, et la différence 

Ma', o) - .)(n\ 9) .-_ G'(0) [.!,(«', 9) - J,(a\ 9)] 4- a'Ji(a , 9) - OL'J,{a\ 9) 

("1 y/| et |a"| sont inférieurs à y]). Soient M le module maximum de G'(0), 
quanri varie de o à 21:; m la valeur maxima de J/a, 9). Si a' et a" sont 
roinpris entre 1 et a',, on a 

|J(«',9)-'l(«%?)l<^'(^l-^2m). 

M est indépendant de ô, m décroît avec 0, par suite, avec Y]. On peut donc 
choisir r^ asscîz petit pour que 

Y) (M -+- m) soil inférieur à -• 

2 

Kîi définitive, il existe un nombre A assez voisin de i pour que, a' et a" 
élan! compris <»nlrc i et A, on ait 

|H,(^',9)-Kj(«%9)|<a, 

(pirl <pi«« soit 9 ( 'j étant un nombre donné, aussi petit qu'on veut). 
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Mais ceci suppose l'existence du nombre a,. Tout revient donc à démon- 
trer que l'expression 

^ J_3 i -h a^ — 2acos^ ^ ^ 

w 

tend uniformément vers une limite le long de c, quand a tend vers i . 

Pour cela, considérons encore la fonction z, de z, dont nous venons de» 
faire usage, et soii z = (f^(z^) la fonction inverse. Prenons un point M sur .9, 
et désignons par u H- w une fonction de z holomorphe dans le plan ; u(xjy) 
prend sur s une suite continue de valeurs g(0)j 

du du , du , 

'de "dl^^^'^d}^''' 

xq et y'^ sont des fonctions continues de s qui ne s'annulent à la fois pour 
aucun point de 5, et l'on peut toujours choisir u de telle sorte que ^ nr 
soit pas nul au point M. Par suite, dans un certain intervalle aM6 de .ç, 
le module de ^ [ou de g'{^y\ est supérieur à un nombre [jl. Si l'on rem- 
place z en fonction de z,, w 4- w devient une fonction w, -f- «V, de ^,, holo- 
morphe dans le cercle C, et ^^(6) une fonction continue de ç, ^'1(9). 

Ceci posé, on voit, comme plus haut, qu'il existe un nombre S, assez 
petit pour que, | ^ | étant inférieur à S,, 

I 6 I étant inférieur à yj, quel que soit <p. [Dans §"'(0), désigne la valeur de 
qui correspond à ç.] Si o^ est inférieur à S, on remplace S par S, dans le 
premier raisonnement, qui subsiste a fortiori. Sinon, on garde S comme in- 
tervalle. Dans tous les cas (S représentant la même valeur que dans la pre- 
mière partie de la démonstration), on a 



îir -ô 



'^ »'^>' «^ ' T/ j 1 _}_ rt* _ 2a COS4/ ^ ^ 



J_^ 1 -+-«-— 2a cos4^ ^ ^ 







Mais on peut trouver un nombre a, assez voisin de i pour que, a étant 
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compris entre a, et i, on fiit 

27: 1 r,(a, 9) — ('1(1, 9)|<Trî. 

De même, il existe un nombre 6, tel que, a étant compris entre 6, et 1, 
on ait 

Il en résulte qu'on peut trouver un nombre A assez voisin de i pour que, 
a' (»l a" étant compris entre A et i , on ait 

iy(«',?)-y(«%?)l <4^.. 

Mais on voit, comme plus haut, que 

./(//', 9) -/(«% ?) = A''('^)[Ji(«', ?) - J«(«% ?)] -f- ?' Ji(«', ?) - ;3''J,(a% 9), 

( j ^' I et I ^" I étant inférieurs à r^). 

Ne faisons varier ç qu'entre les limites ^0 ^^ ?i q^î correspondent aux 
extrémités de l'arc a, M, 6, (corrélatif de aM6). Dans cet intervalle, Ig^CO)] 
est supérieur à jx. L'égalité qui précède montre d'abord que J, (a, ç) ne 
croît pas au delà de toute limite quand a tend vers 1. Sinon, a! restant fixe, 
a" tendant vers 1 , le second membre croîtrait indéfiniment. Soil donc v une 
limite supérieure des valeurs de ^si^ci^ o) quand a prend toutes les valeurs 
de A à I (ç variant entre ^^ et ç^): |J(a', ç) — J(a", 9)] est inférieur à 

^■^ — '—^ j quel ([ue soit ç entre ç^ et ç,. Comme jx est indépendant de 0, et 

que (• tend vers o avec 5, et par suite avec yj, on peut choisir r^ assez petit 

pour ([ue - soil inférieur à a. Le raisonnement pouvant se répéter 

pour un arc aM6 quelconque, il existe un nombre d^ assez voisin de i pour 
que, a* et a" étant compris entre 1 et a',, on ait, quel que soit o entre o 
et 27:, 

|J,(a',9)-Jj(a%9)|<yi. 

En conséquence, la fonction K,(a, o) tend vers une limite R|( 1 , 9) quand 
a tend vers i , et cela uniformément le long de c. D'après le Icmme I du 
Chapitre II (de la première Partie), U,(i, 9) est fonction continue de o; la 
fonction R(a;,^'), et par suite P -f- iX)^ prend donc sur s une suite continue 
de t^aleurs iK'rifiant la condition 
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Déplus, P et Q ne s'annulent pas à la fois sur 5; sinon RÇx^y), égale à 

— L \'P^ -h Q* -f- Lp, deviendrait infinie en un point du contour s. 
Posons 

Le long de 5, P, -+- tQ, est continue, et P^dx — Qidy =: o. De plus, 
P -h i Q étant holomorphe dans S et ne s'annulant que pour 3 = 0, 

[H (3) est holomorphe dans S]. Considérons l'intégrale 

elle est indépendante du chemin suivi entre (^o)>^o) et (j?, y), pourvu que 
deux chemins différents ne comprennent pas Torigine. Elle est de la forme 

«Lp — j39-h u(x,y) 

\u(x,y) étant régulière dans.?]. D'après le lemme III du Chapitre II, si 
(^oî/o)> et (a;, y) sont deux points de 5, et /un chemin qui les joint à Finté- 

rieur de 5, les deux intégrales / P, c?itr — Q, rf>^ prises. Tune sur le chemin 

/, l'autre sur ,ç, sont égales. Comme on a P^dx — Ç)idy = o sur 5, U prend 
s une valeur constante. L'intégrale l V ^dx — Qt ^ est donc nulle, et 

comme, d'autre part, elle est égale à — 27r[3, on voit que [3 = o. Multiplions 
enfin P -f- iQ par a, U(j;,y) est divisée par a, et prend la forme 

Lp-\'ii{Xyy)\ 



sur 



sur 5, \]{x^y) est constante et égale à R<. Comparons cette fonction au 
logarithme népérien de |9(^)|, 9(^) étant une des fonctions qui repré- 
sentent d'une manière conforme l'espace S sur un cercle de centre O et de 
rayon c'^', et qui de plus s'annulent à l'origine. La différence 

L|9(.-)|-U(a.,7) 

est une fonction U,(x,^), régulière dans S, satisfaisant à AU, = o, et s'an- 
nulant sur 5; elle est donc identiquement nulle. 
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(](» point ctabli, on voit, comme dans le cas où s est analytique, que les 
courbes C ou U = R (R étant inférieur à R,) sont des courbes fermées, 
sans points communs, entourant l'origine, et normales en chacun de leurs 
points z à la droite z — a (z — a = P -^ ^Q)? ces courbes tendent vers s 
(juand R tend vers R,. 

Il faut prouver de plus qu'elles sont convexes et nont qu'un contact 
simple avec leurs tangentes. On démontre, ainsi que dans le premier cas, 
(|ue, pour une courbe C[,r =/(0, R),y =./i(0, R)], 

ti = arctang^ = arctang-^,,etX(R,0)==p^^^J. P, Q, A sont 
des fonctions de x ci y (ou de et X) continues dans S et sur s] X 
est plus grand que zéro dans Taire S et sur 5; -7^ est également positif 

n tout point de s. 11 suffit de prouver que Texpression ( — Q-i — '"P-r^* 



(.» 



(te 

tend vers -^ ttq^ ' q^^ind (x^y) tend vers un point (Ç, y]) de Sj -j^j X,(0|) 

ri 0, étant les valeurs de ^> XetOaupoint(Ç,r^) ; le raisonnement s'achè- 
vera dés lors comme précédemment, 
envisageons donc Texpression 



( 



-oë^-f) 



Posons 



dii dil 



et cherchons directement s'il existe une fonction p -h iq de z telle que 

qV -h pQ tende vers la valeur . - v^^^ quand (x^y) tend vers le point de s qui 

correspond à la valeur 0. Par hypothèse, F'(0) est continue et admet la pé- 
riode 27:; on sait qu'il en est de même de X,(0). 11 existe donc une fonction 

W(.r,/) qui prend sur s la suite de valeurs ^ , y régulière dans S et satis- 
faisant à réquation AW= o; considérons la fonction de :;, iv -h rW, et soit 
p -f- f'q = p rry '. la fouctiou p -f- iq répond à la condition énoncée. Cette 
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fonction est holomorphe dans S, sauf au point z = Oj qui est un pôle du pre- 
mier ordre ; 

p-\-iq = -^ -H ^'(2) 

(P étant holomorphe dans S), a 4- i^ est la valeur de w -h rW pour 
z = o^ et contient une constante réelle arbitraire (w = w, -+- C), que Ton 
détermine par la condition que w soit nul pour ^ = o. Alors 

Soit 



w(^,j)=— / pdx — qdy. 



D'après le lemme 111 du Chapitre II, si (xo,/©) et (^>/) sont deux points 
de 5, 

w(^,j)— / pdx — qdy, 

l'intégrale étant prise le long de 5. 
Mais, le long de 5, 

donc 

D'autre part, w(a?,^) est de la forme ^6 4- /r, (o:,^), la fonction /r, étant 
régulière dans S. Quand varie de 21:, F(6) augmente de 2ir, par suite 
P = I . Ceci posé, faisons C = o, et comparons les deux fonctions co et il de 
a;, j^. La différence D(a7,y) = co(a;,^) — û(a;,^) est uniforme et régulière 
dans S où elle satisfait à l'équation AD = o; elle s'annule sur le contour s. 

Elle est donc identiquement nulle. L'expression -^x^ H- -5-^6 relative à 

une courbe C tend bien vers F' (6) quand C tend vers s. 

L'existence de la fonction P 4- « Q est donc établie en toute rigueur pour 

toute courbe s pour laquelle -7^ est continue, et qui n'a en chaque point 

qu'un contact shnplc avec sa tangente (*). 



(^)II résulte de ce qui précède que, pour toute courbe s vérifiaDt les conditions précé- 
dentes, la fonction >si = (p(z) qui représente S sur G admet une dérivée tp'C^s) qui prend sur 
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Cas où la courbe s présente des points singuliers. — Si la courbe 5 pré- 
sente des points A/ où les dérivées premières ou secondes de a? et ^ sont 
discontinues (sans devenir infinies ou indéterminées), par exemple si s pré- 
sente des points anguleux, le développement en série de polynômes est 



s une suite continue de valeurs ^'{z' ) et jouit, par suite, des propriétés énoncées au 
lemme III du Chapitre II : quand z tend vers un point z' de 5, à Tin^érieur de s ou sur s, 

• /' 1-9^-^ — ^( z') . d^z . ^ ^ ^ . g.. . ^ . ^ 

cp (c ) = lim ^ '-, — ; quand —jj- existe et est continue, <p (^) existe aussi sur s. On 

drduil (le là plusieurs conséquences : tout d'abord, soit un segment de courbe AB qui jouit 

de la ))ropri('?té énoncée ( —r^ est continue j; si une fonction y(>3) prend sur AB des valeurs 

/\( i ) admettant une dérivée continue -—■,/' (z) prend sur AB les valeurs -^ -%-• A Taide 

dî 

de la représentation conforme, on ramène ce cas général au cas où AB est un cercle de 

rayon i, dans lequel /(z) est holomorphe. Soit/(5) = U -t- «V,/i(q) = M(<p)-f- iV(çp); si 

df . , . . 

-j- existe sur 5, on doit avoir 
az 

OU . dV 

-r- sino --coso = — u{o). 

dx ^ ()y ' * ^ 

d\ . ô\ 

-T— sin 9 T- cos 9 = — V io). 

Il existe une fonction V}i(x,y) régulière dans C, satisfaisant à AUi = o et prenant sur C les 
valeurs — «'(«?)• Posons 

— Uj étant la fonction conjuguée de Ui, dont on détermine la constante, en sorte que 
Uj -h iVi s'annule pour z = Oj ce qui est possible, car Vi(Xjy) = o pour ^ = 0, puisque 

/ u'(o)do = o. Pour une valeur convenable de la constante, / P dx — Q dy prend sur o 
« *^ 

les valeurs uio), et par suite coïncide avec U; ainsi P = -r-^ , Q = r— , et l'on a 

' '^ ôx f/v 

àll _ .àV _ U,-f-tUt 

Ox Oy ~~ z ' 

Ui étant continue sur s. De môme, en raisonnant sur V(:r, j') comme sur U, on voit que 

ây Ox Ox Oy z 

Vj étant continue sur c. Donc -r 1 -r- ou f'( z) est continue sur c. Le théorème est dé- 

Ox Oy '' ' 

montré. 

Ajoutons que si une fonction V(a:',j') et sa dérivée -r- ou -z- prennent sur AB des va- 
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encore possible, pourvu qu'à chaque point A,- corresponde un chemin m A/ 

^ dz tende vers une limite (a: désignant un point 

de S). Nous verrons en effet plus loin que la fonction F(x) peut se décom- 
poser alors en une somme de fonctions, holomorphes respectivement à l'ex- 
térieur de lignes AjAj, AjAj, .... La première se développera en séries 
de polynômes à l'intérieur d'une courbe convexe ordinaire A, AjMA, en- 
tourant S, et ainsi des autres. 

Il suffît même qu'il existe une série de polynômes /(z), convergente dans 
S, et telle que la différence F(z) —f{z) réponde à la condition énoncée. 
Ceci est toujours possible quand la fonction F admet les A,, Aj, ..., A„ 
comme points singuliers isolés. Plus généralement, nous indiquerons dans 
le Chapitre II d'autres cas où l'on peut décomposer la coupure 5 en cou- 
pures partielles A, A^, 

Si, en plusieurs points A,, A2, ..., A„, la courbe a un contact d'ordre 
supérieur avec sa tangente, F(z) étant continue sur s aux environs de ces 

points, on décompose l'intégrale en deux parties / et / , a désignant un 

fragment de s qui comprend tous les points A;,, et qu'on peut prendre aussi 
petit qu'on veut; en faisant tendre œ vers o, on voit que le développement 
subsiste. 

Au cas contraire (et ceci s'applique aussi bien quand 5 n'est pas convexe), 

s'il existe un point a tel qu'en posant z, = la fonction F, (x^ ) = F(x) 

z ^"~ et 

soit holomorphe dans l'aire S, convexe, et dont le contour s^ n'a pas de 

singularité, F(a;) se met sous la forme V P„f — ^— V Le point a existe 

toujours, quand il n'y a sur s que deux points A, , A2, 

Lorsque 5 est une courbe quelconque, on peut toujours la décomposer en 
parties A, A^ assez petites, soit pour que les tangentes en chaque point M 



leurs Vi(7), Vi(/), admetlanl une dérivée première continue, il en est de môme des deux 
dérivées partielles. 

Quand, le long de AB, -7^ existe et est continu, si \{Xyy) prend sur AB des valeurs 

V(/) ayant une dérivée première continue, la fonction conjuguée est continue sur AB. Si, 

le long du même arc AB, V(ir,^) prend des valeurs Vi(/) admettant une dérivée seconde, 

â\ dW 

T— et -7- sont continues sur AB. Ces propositions sont utiles dans l'intégration de l'équation 

à deux variables AV = o. 

II. — Fac. de T. B.l4 



/ 
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ih' A| Aa soicnl ordinaires el extérieures à S, soil pour que les cercles lan- 
}<onls à .V en cliaquo point M el passant par un certain point a (extérieur 
à S^ soient extérieurs à S. Si Ton peut choisir les points A,, A,, ..., en 

sorte quVichacun d'eux corresponde un chemin A, w,, A^Wj, ..., sur lequel 

¥( z) 
- — — dz tende vers une limite, la fonction F('x) se développe dans S sous 

la forme ('4;. 

Discussion du développement (2), — La possibilité du développement 
(2) s'établit comme celle du développement (3), avec quelques simplifi- 
cations. 

Soit s un contour fermé quelconque (sans angle rentrant) tel que, pour 

(t*Z ' 

chaque point de 5, -^ exista» et soit continu. Le contour peut offrir des 

tangentes d'inflexion. On établit qu'il existe une fonction P •+- /Q, holo- 
morphe dans S et continue sur 5, telle que le long de s 

Px'-+-Q/-.o. 

On peut toujours la multiplier par un nombre réel K assez petit en valeur ab- 
solue pourque lescercles ayantapour centreetpassantpar;? (z — a = P -+- iQ) 
soient extérieurs à la courbe G passant par z (z étant voisin de s). On en 

— Sn"+i ^^^ ^^^ indépendante de G quand C 

\x a) 

tend vers .v; ce qui montre que le développement, trouvé pour C, converge 
dans S. 

Si s présente des points singuliers A, , Aj, . . . , le développement est encore 
possible, pourvu que la coupure s puisse se décomposer en coupures par- 
tielles, A, A2, 

Le cas où S est l'espace extérieur à une ligne non fermée se ramène aux 
précédents à Taide de la transformation 



-^1 



H h v'(5 — a)(5 — b). 



Les développements dans une aire limitée par des arcs de cercle s ou ex- 
térieure à un contour rectilignc sont des cas particuliers des développements 
(2), (3) et (4). Ils s'appliquent à toute fonction discontinue sur s^ mais 
remplissant aux points anguleux les conditions indiquées. 

5. Calcul des coefficients du dés^eloppement (3). — Revenons au cas 
d'une aire convexe régulière S. Nous avons démontré qu'à toute courbe 5 
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correspond une fonction 

holomorphe dans S, s'annulant pour ::: = o, et telle que 

n=0 n— 

La fonction z -f- '<]/ n'a dans 5 qu'un zéro simple, z = o; œ est une courbe 
quelconque entourant l'origine et intérieure à s. Chaque terme du second 
membre a une valeur indépendante de œ, valeur qui, pour le terme de rang 
/i, n'est autre chose que le résidu relatif au pôle ^ = o de l'expression 

(.r-f-a;)^F(;;) 

Posons 

(a[est réel et positif, comme nous l'avons vu). 
D'après une formule connue, le résidu est égal à 



I .2. . ./l î=o \ I -h/ / I 



-+-/ 



Ceci montre que Pn(^) s'exprime en fonction des valeurs pour z = o des //. 
premières dérivées dc/(z) et de F(z). Si donc on connaît la fonction/(;;), les 
coefficients pourront se calculer non plus à l'aide d'intégrales définies, mais 
en /onction de F(o), F'(o), . . ., F„(o). 

Mettons ces dérivées en évidence dans l'expression de P„(x) : 



n!P„(^) = D?=o(^^)'- 



/ 
Soient 

!L =: u^ I ^ I ^= V . or 






On a 
L'expression 



U.ioS 

est indépendante de F 



p. PAINLEVE. 



(«) 



q = P 
7 = 



l ,2, . .q 



gp^ç{o)u:t=(u'^-^ffyp,, 



Lci quantité w^' est la valeur pour ;r = o de D^i/", 

C'est donc un polynôme en x de degré /i, de la fornne x"~^(b •+- xB) et dont 
les coefficients s'expriment en fonction de w(o), u'(o)^ . . ., w^(o), par suite 
en fonction de ^(o), g'(o)^ . . ., gq{o). Posons 






.4- z'*{anX — aa-x) -h 



On voit que 



Uff - 



X 



é^n-l(o) 



I.2.../^ i.2...(« — 1) 



Ceci posé, élevons i/ à la puissance n et cherchons le coefficient B^ de zf'. 
D'après une formule connue, 



n\ 






Les ao, a,, ...,a^ sont des nombres entiers positifs vérifiant les deux 
égalités 

a, -h 2 a, -+- . . . 4- <7 «^ ~ <7, 
Il en résulte que 



";=,7i2 






Telle est l'expression directe des polynômes Pn(^*) en fonction des con- 
stantes g^o, g^o? •• M 5^/1(0)- 

On peut aussi exprimer les w,^ en fonction des polynômes d'indices infé- 
rieurs, en partant des identités 
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OU encore 



7 = 



Réciproque du théorème précédent. — Soit une fonction arbitraire 
'^{z) ayant un zéro simple au point z = a qu'on peut toujours supposer 
être l'origine. Posons z + "^{z) = h(z) = P -h /Q, et voyons à quelles 
conditions les courbes G qui satisfont à l'équation P dx -{- Qdy = o sont 
fermées et convexes dans le voisinage de l'origine. Nous avons dit que, si 

Tj^> ces courbes satisfont à l'équation 

U = R. Comme 

UrnaLp — (30 + G(j?,j). 

Si les courbes G sont fermées, P est nul. D'autre part, on peut toujours 
supposer a égal à i , et 

Posons 

(G -h iG^ est liolomorphe dans le voisinage de l'origine). Gomme 

h(z) <p(z)' 

la fonction (p(z) est holomorphe dans toute aire S ne renfermant ni point 
singulier, ni zéro de h(z) (en dehors du point z = o), et sa dérivée ç'(^) 
ne s'annule pas dans S. Par suite, la fonction inverse z = <f^(z^) est holo- 
morphe dans l'aire S, correspondant à S; S comprenant le point O, S, com- 
prend le point O,, et l'on peut toujours décrire un cercle de centre O, et in- 
térieur à S| ; la courbe correspondante est une courbe fermée, entourant 
l'origine O et vérifiant l'équation U = R. Quand R a une valeur négative 
très grande, la courbe G se réduit sensiblement au point O; quand R croit, 
on obtient une famille de courbes qui ne se coupent pas et qui se ferment 
autour de l'origine, tant que R n^atteintpas une certaine valeur limite p. 
Ges courbes sont-elles convexes? Nous avons dit qu'en un point de ces 
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courbes (û étant Tangle de la normale avec Ox) 

dO ""Px-f^Q/ '' 

Il faul que -j^ ne devienne ni nul, ni infini. 
Considérons donc les deux courbes 

P j? -h Q >' 

— - — ^ — o et P - = o 
x* 4- j* 

( ^^ » = ' "^ ^^ "^ ^.X> t; et D étant réguliers près de l'origine j ; con- 
sidérons aussi les points singuliers de P -h /Q (qui sont ceux de P^^); soit 
R' la plus petite valeur de R pour laquelle la brandie de courbe U = Rqui 
se ferme autour de O rencontre un de ces points ou une de ces courbes (R' 
est au plus égal à p). Pour toute valeur de R inférieure à R', la courbe C 
est fermée et convexe, et Ton peut trouver un nombre K assez grand pour 
que le cercle passant par z et ayant pour centre a = z — Kh(z) com- 
prenne à son intérieur la courbe G (z étant un point de G). Si Ton se 
donne a priori ht (z) = Kh(z) (K est réel et plus grand que i), on voit 
bien aisément que cette condition est réalisée pour les courbes G voisines 
de l'origine (qui correspondent à des valeurs de R inférieures à un certain 
maximum R,). 

En résumé, soit ht(z) une fonction de la forme Kz[i •+- zA(z)]y où K 
est réel et supérieur à l'unité et A une fonction holomorphe près de l'ori- 
gine; la série 



n ■—» n = «e 



2P„(x)=2;J|I>.'=»[^-^-+-«('-é')]''F(5)é'(5) 



/i - n=0 



est convergente dans une certaine courbe U = R,, si P(z) est holomorphe 
dans celte courbe 

inon, elle converge dans la première des courbes U = R qui rencontre 
une discontinuité de F(z). La somme de cette série est F(x). De plus, on 
peut disposer de K, en sorte que R, soit égal à un nombre quelconque infé- 
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rieur à R' (R' étant la valeur à partir de laquelle les courbes U = R cessent 
d'être fermées, convexes ou régulières autour de l'origine). 

Applications. — Pour h^(^z)= K^, les courbes C sont des cercles ayant 
pour centre l'origine; elles sont fermées convexes et sans inflexion, quelque 
soit R; on voit immédiatement que c'est la seule fonction h^{z) qui 
jouisse de cette propriété. 

Quand A, (z) = K:r(i -+- az), les courbes G sont des cercles ayant même 

axe radical (à savoir la droite perpendiculaire au segment OA, en son 
milieu; A, a pour affixe — - j, et R'= — L| a |. 

Si A,(z) = Kz(i -h az^), le3 courbes G sont des quar tiques bicirculaires 
qu'on peut définir par la relation géométrique p^ = Gp'p"' ( p, p', prêtant les 
distances d'un point M de la courbe aux points O, A, A'; A et A' ont pour 
affixes et -i- -V En prenant A, (z) = K5\/i — c^z^ , on obtient pour 

les courbes G des quartiques bicirculaires, inverses, par rapport à leur centre 
O, de coniques homofocales dont les foyers sont rt c (c est réel). Dans ce 

cas R' = L -=] en changeant x en -> on obtient une forme de dévelop- 
pement pour l'aire S extérieure à une ellipse ayant pour foyer =i= c et dont 
l'excentricité est inférieure à -p • 

Plus généralement, soit , ,. = - -f- j— h . . . -i- ^_ . ? a, p, . . . , X 

étant réels; les courbes G sont définies par la propriété ç^ç>^^. . .p]i= const. ; 
P??n---î?n sont les distances OM, AM, ..., LM de M aux points O, a^by...^ L 
Si a = I et si p = . . . = X = o, ces courbes sont des ovales de Gassini. 

Sans m'é tendre davantage sur ces exemples, j'ajoute seulement que les 
polynômes Pn(^) se rencontrent dans une série assez analogue à celle de 
Lagrange, et qui peut s'en déduire. 

L'équation z = olx -{- (i — ol)z/(z) a une racine Ç qui tend vers zéro 
avec a. Appliquons la première forme de la série de Lagrange à l'équa- 
tion 

(i) G{z) =z — a — aX(5) =o, 

en faisant 
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On sait que, dans un certain champ, 



n = oo 



^ = 27:£:7i»2[^"('')"(«)i- 



n = 



En particulier, pour a = o, l'équation (i) devient 

... .rn- z/(z) 

et le premier membre du développement prend la forme 

na) F(Ç)(H-/) _ F(Ç) 



en tenant compte de (2). Par suite, 

(Pour a = I, î^ = a;.) D'après la condition connue, cette série converge 
pour a = I , si rc reste intérieur à une courbe fermée comprenant l'origine 



et telle que, tout le long du contour, 
peut s'écrire 



l(z) 



soit inférieur à i . La condition 



<I [^ = z/{z)]. 

Si donc il existe une aire S telle que, x étant un point intérieur quel- 

conque et :: un point du contour 5, le module de ^^^ soit plus petit 

(juc l'unité, 2P;,(x) converge dans cette aire et représente F(a;). Ceci 
résulte également du théorème établi précédemment. Mais inversement, 
pour démontrer ce théorème en partant de la série de Lagrange, il faudrait 
prouver qu'à un contour convexe donné 5 correspond une fonction ^(z) 
vérifiant la condition énoncée. Or la recherche de ^(:;) revient précisément 
à celle de la fonction désignée par F -h /Q ; c'est cette recherche qui con- 
stitue d'ailleurs la seule difficulté de la première démonstration. 

6. Développement en séries des fonctions ^ {x^ y y z) satisfaisant à 
V équation AV = o et régulières dans un espace quelconque. — A chaque 
forme de développement indiquée plus haut, correspond une forme corré- 
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lalivc (le développement pour les fonctions V(ic, ^) de deux variables qui 
satisfont à l'équation AV = o. Si Ton envisage les fonctions de trois va- 
riables qui satisfont à la même équation, le premier développement, basé 
sur la représentation conforme, ne comporte pas d'extension naturelle. 
Mais les développements (2), (3) et (4) se généralisent sans difficulté. 
Soient, en premier lieu, une surface fermée quelconque ^, sans angle ren- 
trant; a, p, Y un de ses points (a, p, y sont fonctions de deux paramètres 
et /). On peut en chaque point a, p, y construire une sphère de centre 
a, 6, c, tangente à 5 et extérieure à cette surface. Soit, d'autre part, 
F(îc, y, z) une fonction qui satisfait à AF = o, régulière dans le volume S 

('t continue ainsi que ses dérivées premières (ou ainsi que -y- J sur 5 : 



F(a'yyyZ) = ^ 







OU 



/i — • 
I I 



'• V(-^-«)' + {/-(3)*-i-(«-7) 



- = y V_„(j- — a, Y —b,z- c) 



n = 



et 



d- à - à - à - "^'^ 

r ^ r r r 



= ^- ^ -^ '" ;j7 "^ ' "^ =2 v-'--''^-^ -'''•>'- ^' ^ -'■) ' 



(in dx à y 

a, ^, c, X, [JL, V sont fonctions continues de a, p, y, par suite de / et 0, sauf 
pour les lignes singulières de s. On peut écrire 

27: F(jr,7, z):=zlj j Vl„(;r — a, r — 6, 5 — c)d(j, 

en réunissant V_(;,^.,) et VI,,. Soit a la surface lieu des centres a, ^, c; on 
peut construire une surface s' formée de fragments de sphères extérieurs 
à 5, tournant vers 5 leur convexité et intérieurs à œ. Soient A, B, C,, . . . , 
A^B^G^ les centres de ces sphères; la fonction 

se met dans s' sous la forme 

(«) ^y'-'^{^-A.i,y^B,,z-^Ct)-^.. -hVL*;(x-A^, y- H,, 5 - Ca), 

p = n 

IL - Fac. de T. B.l5 
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Après rintégration, la fonction F(a;, /, z) est représentée par la série 



/l = 09 



(î^) ^^n(^fyf^)f 



n = 



<t„ étant une expression de la forme (a). 

Les remarques faites dans le plan s'appliquent ici : la série converge ab- 
solument et uniformément dans tout volume S, intérieur à S, et sa conver- 
gence est de Tordre des progressions géométriques. Les dérivées de 
F(x^yj z) s'obtiennent en dérivant les termes de (2), ce qui conduit à des 
séries de même forme. Les termes de (2) sont nuls identiquement dans l'es- 
pace 2 extérieur aux spbéres S,, Sj, ..., S^ et qui ne contient pas S; la 
série (2) converge donc et est égale à o sans 2. De là le moyen de former 
une série de la forme (2) représentant dans deux espaces quelconques deux 
fonctions \(x, y^ ^) distinctes. 

Le développement (2) est possible d'une infinité de manières : cbaque 
terme ^I^«(^, y^ z) étant donné, on peut lui ajouter une série dont la 
somme est nulle; de plus on peut ajouter, terme à terme, à la série (2) elle- 
même des séries de même forme dont la somme est nulle dans s\ 

Les \p(x — A^, y — B^t, z — Q) sont des combinaisons linéaires des 

dérivées p^^^^'^ de -• On peut remplacer - par ']^{x — A^t, y—^i^, z — G^); 

'^{xyy, z) est une fonction qui satisfait à A^ = o, admet Foriginc pour 
pôle du premier ordre, le résidu étant égal à i, et ses autres points singu- 
liers (a,, ft,, c,), ... sont tels que le point (x -]- a^), (^"^^0? (- +^i) 
est extérieur à s' (si x, y^ z est compris dans s') ainsi qu'aux sphères 
(A^, Ba, Ca). Les coefficients sont indépendants de la forme de ^. On peut 
déduire de là, pour un espace quelconque, des remarques identiques à 
celles de M. Appell sur les espaces dont la surface est formée de fragments 
de sphères. 

Si l'on considère le premier terme de (2) 



• • f 



on voit, comme pour le plan, que la somme a, -+- ^3 4- . . . H- «^ est nulle. 
Quand respace S est extérieur à la surface 5, rien n'est changé dans le rai- 
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sonncment précédent; mais, dans ce cas, 

I r rdF , . 

A est le résidu de la surface-coupure s. 

Les développements (3) et (5) s'étendent de la même manière. Il suflit 
d'entourer la surface convexe s de sphères 21 qui lui soient tangentes en 
chaque point, et l'on voit que 

F(jr,7, 5)^:^2 y / V„(j: — a, /— ^ z — c)ds, 
V„ étant un polynôme de degré n en a;, y, Zy qui satisfait à l'équation 

Il en résulte que 

(3) F(j:, 7,^) = 2;P„(j:, 7, z), 

I\(jc,^,:j) étant un polynôme de degré n en x^y^ Zj qui satisfait à l'équation 
AP„= G. Il suffit, pour que le théorème soit exact, que F(x,/, z) soit con- 
tinue sur 5; car, en appliquant à la surface S la méthode de C. Neuman, 
on met la fonction F sous la forme 



Jh"- 



d- 



G étant une certaine fonction continue de / et de 0. En raisonnant sur cette 
intégrale comme dans le premier cas, on voit que la fonction F(x,^, :;), 
continue sur s et régulière dans S, peut se développer, dans ce volume, 
en une série de polynômes P„, satisfaisant à l'équation AP,, = o. 

Discussion. — On démontre (comme dans le cas du plan) que, si 
(rt — A*^) ne s'annule en aucun point de 5, on peut trouver un rayon R 
assez grand pour que toutes les sphères tangentes à 5 et de rayon r com- 
prennent S à leur intérieur. Si (rt — s^) s'annule en des points ou sur des 
lignes de 5, le théorème subsiste, car il suffit de décomposer l'intégrale en 
deux parties, dont l'une, relative aux parties singulières de la surface, peut 
être prise aussi petite qu'on veut. Quand (rt — s^) s'annule sur une portion 
finie de s (s comprend un fragment de surface développable), il faut avoir 
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recours à la remarque suivante : Soit l'espace S intérieur (ou extérieur) à 
une surface fermée quelconque s. S'il existe, en dehors de S, un point 
(A, B, C), tel que, en le prenant pour pôle d'inversion, S devienne l'espace 
intérieur à une surface convexe, la fonction F(a;,y, z) régulière dans S se 
met sous la forme 



X 



n-0 

l 



vV-A)»-h(j-B)'-h(3-Cy 



/f = ao 



= /.-h2P'„(x,7,^); 



nrrO 



P.. est une combinaison linéaire des dérivées d'ordre n et d'ordre inférieur 



/i 

I 



Ce point (A, B, G) existe aux conditions suivantes : soient M et N les 
deux centres de courbure des sections principales de la surface au point 
P(a, p, y), MP le plus grand rayon. Si, au point P, la surface s est à cour- 
bure positive, nous construisons la sphère il' dont le rayon est MP, quand 
.ç tourne sa concavité vers S; autrement, nous contruisons la sphère 2" dont 
le rayon est NP. Si, au point P, la courbure de s est négative, nous con- 
struisons la sphère ^'' qui passe ptir P et qui a pour centre celui des deux 
points M, N qui est, par rapport à 5, du côté opposé à S. Il faut et il suffit, 
pour que (A, B, G) existe, qu'il y ait, en dehors de S, une portion d'es- 
pace S, extérieure à toutes les sphères ii' et intérieure à toutes les sphères 
]S". Ces sphères se réduisent à des plans aux points où (r/ — s^) est nul. 
Quand {rt — s^) est toujours positif ou nul, il faut et il suffît (si l'on dé- 
signe par P l'espace situé, par rapport à un plan tangent en un point de 5, 
du côté opposé à S) que tous les espaces P relatifs aux points où {rt — 5*) 
s'annule aient une partie commune. 

Quand le point (A, B, C) n'existe pas, on peut toujours décomposera (si 
S ne présente pas d'angle rentrant) en parties 5,, s^y . . ., ^a? assez petites 
pour qu'il y ait, en dehors de S, des points M/, tels que toutes les sphères 
qui passent par M,- et sont tangentes à Si en chaque point soient extérieures 
à S. En décomposant l'intégrale qui représente F(x,y, z) en pluâ 
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autres relatives respectivement à ^,, ^j? • • •? *a? on voit que 



n = «• 



/l =0 

'•* \ ^1 ^* '•* /J 



n V 00 



= /« + 2 ^> "'(•*'•>'' -> ■^- • •+ p*"'(^, j. -) 



n=0 



[ 



P!.^"' est une combinaison linéaire des dérivées d'ordre n et d'ordre inférieur 



de — = ? A;, B,-, C/ désignant les coordon- 

nées de M/ . 

Les séries (3) et (4) convergent absolument et uniformément dans tout 
espace ^ intérieur à S. Les dérivées de F s'obtiennent en dérivant les 
termes des séries (3) et (4), ce qui conduit à des séries de même forme. 
Dans le développement (3) en particulier, si 



n = « 



P„(x, j, z) =2<'p.tX ^":^'*=^' 



n =0 

n — 90 



— \ Q , ' — > ga a Y pour J7=:Viir5 = 0. 



n = p 



Les développements (3) et (4) sont possibles d'une infinité de manières. 
On peut se donner arbitrairement les n premiers termes ou assujettir les 
polynômes P;» à ne pas contenir, au delà du jo'^'"*, de termes de degré infé- 
rieur à p. On peut faire en sorte, par exemple, que les termes en — > 

— > . . ., — figurent seulement dans le premier terme du développement (4). 

Si S est l'espace extérieur à une surface, le résidu de cette coupure est alors 
égal à a, -h a^ H-. . .-h a^j les lettres a, , «2? • • •> ûj^ désignant les coefficients 

respectifs de —>—>•••> —• 

Quand F(x,^, z) n'est pas continue sur 5, la convergence des séries (2), 
(3) et (4) ne s'établit que dans des cas particuliers. 
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CHAPITRE IL 



I. Soit F(-j) une fonction uniforme de z qui ne présente dans le plan des 
:; qu'un nombre fini de singularités L,, Lj, ..., L„ (coupures, espaces la- 
cunaires, points essentiels ou pôles) : L,, La, ..., L^ n'ont pas de points 
communs. Cette fonction peut se mettre sous la forme d'une somme de 
n fonctions n'admettant chacune dans le plan qui! une singularité. 

Il suffit, pour le voir, de répéter le raisonnement employé par M. Bour- 
guet dans le cas des points singuliers. On trace n contours 5,, s^^ ..., s„^ 
comprenant chacun à son intérieur une des singularités et une seule : quand 
la ligne L/ est fermée et n'enclôt pas un espace lacunaire, le contour Si est 
multiple. La fonction F(i?) (qu'on suppose régulière à l'infini) est liolo- 
morphe dans l'aire S extérieure aux contours Si et intérieure à un cercle C de 
centre O et de rayon assez grand pour enfermer toutes les coupures L,. Si 
X désigne un point de S, 5 le' contour de cette aire, on a 

217: J^ Z^X llTZyJç Z — JT J^z — X *^*„ ^"""^ J 



F(:;)^ 

X 



La première intégrale est une constante lirJi'^ l'intégrale / -j£^ 

définit une fonction de x holomorphc à l'extérieur de L/, car on peut prendre 
Si aussi voisin do L qu'on veut sans changer la valeur de l'intégrale pour 
les points x extérieurs à Si : F(x) se met donc sous la forme 

Y{x)^/i-^Mx)-^Mx)-^.,,-^^f„{x), 

chacune des fonctions/,, /^, ^-^ /n n'admettant qu'une des singularités L,, 

Le cas où F(x) n'est pas holomorphe à l'infini se ramène au précédent, 

en posant ;: = ; F(x) est alors une somme de n fonctions dont l'une 

a, pour lignes singulières, plusieurs lignes L' ayant des points à l'infini. 

Le long de .9, l'intégrale / F(z)dz est nulle : si donc on appelle résidu 

de L/ la valeur de l'intégrale -4- / F(z) dz, on voit que la somme des ré- 
sidus de F{x) dans le plan est nulle. Quand la fonction ¥{x) est holomorphe 
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à rinfini, le résidu du point z = oo est le coefficient de - ? changé de signe, 

dans le développement de F(a;) à Textérieur d'un cercle de rayon suffisam- 
ment grand. Si le point z = oo est un point singulier de F(^), le résidu re- 
latif à la coupure L' est la valeur de Tintégrale -4- / ¥{z)dz prise, dans le 

sens inverse, le long d'un contour fermé entourant toutes les singularités, 
sauf L'. 

Ce qui précède s'applique à la fonction ^) ^ ; quand F(x) n'a, dans le 

r \X) 

plan, qu'un nombre fini de zéros ou de singularités, on en conclut, en inté- 
grant et en passant du logarithme à la fonction, que F(a;) peut se déve- 
lopper ainsi 

/n/2? •••?//! Il ayant respectivement qu'une singularité L,, Lj, ...,L;,. Si 

I rV (z) dz 

l'on appelle ordre de la coupure L/ l'intégrale —7- / v^[.^.^ > '<^ somme des 

ordres de ¥{x) est nulle dans le plan. 

Remarque. — Il est possible, dans bien des cas, de décomposer une sin- 
gularité formée d'une ligne continue en plusieurs ordres, grt^ice à l'observa- 
tion suivante : 

Soit L une coupure non fermée de ¥{x)\ A et B sont ses extrémités, (] 
un point de AB. Posons 

(a désignant un contour fermé ne contenant que la coupure L). S'il existe 
un chemin /, traversant AB au point C, et sur lequel | F(a:) | ne croisse pas 
indéfiniment, on peut décomposer f{x) en une somme de deux fonctions, 
qui n'admettent respectivement comme coupure que AC et CB. En eflel, / 
rencontre œ aux points M et N et décompose œ en deux parties œ, et Œj, for- 
mant avec / deux contours fermés œ, -h MN et Œj -h NM, qui contiennent le 
premier AC, le second BC. On peut écrire 

/(.)=/• ^Vr Lli4^=/.(.)-^/.(.); 

/i(.t) est définie pour toute valeur de x extérieure à AC, car on peut tou- 
jours tracer un contour œ', laissant à l'extérieur le point x et entourant AB : 
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ce contour rencontre le chemin / aux points M', N', et l'on a 






¥{z)dz 

X 



car F(a;) est holomorphe à Tintérieur du contour formé par Œi, œ^, MM' et 
NN'. De même, f^{x) est holomorphe à Textérieur de BC. Il suffît, pour 
que la remarque s'applique, qu'il existe un chemin /, tel que, zet^^ tendant 
vers C sur / de part et d'autre de L et suivant une certaine loi. 



J \_ Z — X z^ — «^J 



tende vers une limite 9(^). H suffit même qu'on puisse trouver deux fonc- 
tions gi{x)^ g'i{^) n'ayant respectivement pour coupures que AG et CB, 
telles que F^ (a;) = F(^) H- g\ (^) -H S^i^) ^^^^Ge la condition précédente. 

Quand la coupure L est une ligne fermée ne limitant pas un espace lacu- 
naire, si cette condition est remplie pour deux points C et D de L, on peut 
la décomposer en deux coupures CED, CFD. 

Quand L limite un espace lacunaire 2, si, pour deux points C et D de 
L, il existe deux chemins / et /' sur lesquels | F(x) | ne croisse pas indéfini- 
ment quand z tend vers G sur /, et vers D sur /', à l'extérieur de 21, la cou- 
pure peut se décomposer en deux parties GED, GFD. Il suffit même que, z 
et :;' tendant simultanément vers G et D sur / et /' (suivant une certaine loi), 

/ -^ ; -, — -7- tende vers une limite ?(^). 

^ I z — X *» ■""" X I 

Dans tous les cas, cette condition n'étant pas remplie, on peut tracer un 
chemin arbitraire MM rencontrant la coupure L (qu'on suppose ouverte) 
au point G, et définir /^(ar) ci f^Çx) de la manière suivante 






Yi^z)dz^ 

X 



a, étant un contour qui passe par M et N, sans rencontrer le chemin Mi\ en 
d'autres points, et qui entoure AG en laissant x à son extérieur. De même, 



- y 
X 



Œj entoure BG; /, et f^ admettent respectivement les coupures AG et 
BG, et la coupure commune MN, qu'on peut prendre aussi petite qu'on 
veut. En appliquant le même raisonnement à l'extrémité A de AB, 
on voit que /i(x) est la somme de deux fonctions /[ et /] ayant 
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comme coupures la première une ligne MCAM, , la seconde une ligne 
NGAM| Mj est un point arbitraire qui, parfois, peut se confondre avec A, 

I ^2_ ^ ne croît pas indéfiniment quand z tend vers A . 

Quand la coupure L est une ligne fermée, on peut décomposer y(^) en 
une somme de deux fonctions/, (a;), /a (a:) ayant respectivement pour cou- 
pures les lignes CED, CFD, et les deux coupures artificielles communes 
MCN, M|DN|. Si l'on remarque que /«(^) et /2(^) deviennent infinies 
aux points M, N, M,, N, comme log(a?) pour x = o, il est clair qu'on peut 
décomposer/, (a:), par exemple, en quatre fonctions ayant respectivement 
pour coupures MCDM, , MN, M, N, , M, CDN, . La conclusion est analogue 
si L limite un espace lacunaire. On peut, en définitive, décomposer, dans 
tous les cas, la fonction F(.r) en une somme de fonctions dont chacune est 
holomorphe dans Paire extérieure à un contour fermé ou à une lifj;ne 
non fermée ne se coupant pas. 

Quand L est décomposée en deux coupures L', L", le résidu de F(^) re- 
latif à L'estégalàlavaleurdeTintégrale — î- ( f^{z)dz^ f\{^) n'admettant 

que la coupure L' qu'entoure a. Ces résidus jouissent des propriétés ordi- 
naires. Si plusieurs coupures L' ont des points à l'infini, la fonction f{z) 
qui a pour coupure L' est la somme de plusieurs fonctions dont chacune 
admet pour coupure une des lignes L' et une certaine ligne L, arbitraire, 
ayant un point à Tinfini, et qui disparaît dans certains cas. 

Les mêmes remarques s'appliquent à la fonction . . \ et, par suite, à la 
décomposition en produit. 

2. La fonction F(a7) étant ramenée à une somme de fonctions plus sim- 
ples, on peut chercher à développer ces fonctions à l'aide des séries étu- 
diées plus haut. 

Il est facile de décomposer dans tous les cas F(a:) en une somme de fonc- 
p 
tions V<pv(a;), auxquelles le développement (i) s'applique, puisque cello 



I 



forme de développement convient pour toute fonction /(a;) holomorphe à 
l'extérieur d'une ligne (fermée ou non) qui ne se coupe pas. La fonction 

II. — Fac. de T. B.l() 
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F(x-) est alors de la forme 

V -.- p 

V -1 

F^a soninic V Av est nulle, car A^ est le résidu relatif à chaque coupure Ly. 

Les développements (2), (3), (/j) peuvent ne pas s'appliquer aux fonc- 
tions 9v(^*); nous avons indique dans quels cas au Chapitre précédent. On 
tache alors de décomposer les fonctions exceptionnelles <pv(d7) en une somme 
de fonctions pour lesquelles ces développements conviennent. Mais la chose 
n'est pas réalisable nécessairement. Ces cas écartés, la fonction F(^) peut 
se mettre sous la forme d'une somme de p séries (2), (3) ou (4). Nous 
avons indiqué les valeurs des résidus en fonction des coefficients de ces sé- 
ries : la somme de ces valeurs est nulle. 

Ces développements fournissent autant de formes de décomposition en 
|)roduit de F(x) : par exemple, la forme (i) donne 

'=L cF-J— "I 

La somme ^olj -h 5i/;,- est nulle. 

3. Supposons maintenant que V{x) admette dans le plan une infinité de 
singularités L,, Lj, ..., L^,, ..., sans points communs. Chacune d'elles, L, 
suite ou non d'autres singularités, peut toujours être entourée d'une cer- 
taine aire S à double contour, à l'intérieur de; laquelle V(x) est holomorphe : 
F(x) peut se dévelo[)per dans S à l'aide des séries ci-dessus, ou bien 
«Micore, en se rappelant (|ue l'aire S admet la représentation conforme sur 
une couronne limitée par deux cercles concentriques, on met F(a:) sous la 
forme 



/I = -t-ao 



F(^)- 2 [/(.r)-a]'' 



(»t 



n. 



F(^-) — U{x) — aY{x — a) ... (.r — /)e"' * 

C'est la généralisation du théorème de Laurent. On peut définir la fonc- 
tion caractéristique de la singularité L conmie dans la théorie des points 



■■H-}- J!^'* 
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essentiels, et elle jouit des mêmes propriétés. On peut définir également 
le résidu et Vordre par les intégrales / ¥(^z)dz et / I77T7 ^^ (^ étant le 

contour fermé qui limite S à Tintérieur) : ces deux intégrales varient en 
général avec a. Il est clair que les théorèmes énoncés sur les résidus et les 
ordres subsistent avec la nouvelle définition. Enfin, la classification des 
points singuliers s'étend sans modification aux lignes singulières; mais je 
renvoie pour cette question k un Mémoire de M. Guichard sur les points 
csseniieh (Annales de r École NoT^male y année 1884). 

En raisonnant comme ciu n*^ I , on met la fonction F(x) sous la forme 

F(.r)=zF,(^)-^/,(x), 

/i(x) n'ayant que la singularité L, et V^(^) étant holomorphe sur L, (L, 
peut comprendre un ensemble de singularités). Mais, quand les lignes L,, 
Lj, ..., L,,, ... forment une suite dont la limite est L, existe-t-il une série 
convergente ^/^(x) = F(x), telle que chaque terme n'admette en dehors 
de L qu'une singularité L;, ? Le théorème de M. Mittag-Leffler permet de 
répondre à cette question. 

Théorème DE M. Mittag-Leffler. — Soit/„(a7)= / }_/ (<^n n'entou- 
rant que la coupure L,,). // existe une /onction H„(x) n ayant que des 



n 



pôles isolés sur L, telk que la série V f/„(^) -— II;,(^r) J soit convergente 



n= 1 



pour tout point x extérieur à h et aux h„. 

En efTet, chaque terme /;i(j:) est holomorphe dans l'espace S^ extérieur 
à un certain contour s^ d'arcs de cercles dont les centres a^ja^, ...,a,i 
sont surL, ei/n(x) se développe dans S^ ainsi : 

On peut prendre un nombre q^ assez grand pour que (quand x varie» à 
Textérieur d'un contour a)^ voisin de a^ et l'entourant, mais sans point com- 
mun avec lui), le reste 



)P ^^r—(x^.y 
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ait un module inférieur à un nombre positif donne e„. Si l'on choisit les £,„ 



n = » n = • 



de manière que la série V e^ soit convergente, la série V ï{ç^(x) repre- 



nd i « = i 



sente une fonction holomorphe de x pour tout point x qui n^appartient ni 
à L, ni aux singularités L^»; car, pour des valeurs de n supérieures à un 
certain nombre v, le point x est extérieur aux contours s^ (puisque ces 



n =• 



contours tendent vers L quand n croît indéfiniment), et la série V l\ç^(x) 



/l = V-f-I 



converge absolument et uniformément dans un certain espace entourant or; 



n = V 



d'autre part, la somme V R^ (a?) est holomorphe au point x. 



/i-i 

n = ao 



Ajoutons que la différence F(x) — V l\ç^(x) peut s'écrire 



n = l 



[/ï = 30 
2''.. 



F(^')-//n(^)- yH,.(^)-/,.(^r)UzF,„(x) + H,.(^), 



F,„ et II,„ étant liolomorphes dans le voisinage de L,„. La fonction F(x) 
peut donc se décomposer en une somme de fonctions ?«(^) n'ayant qu'une 
singularité en dehors de L, 

(2) V{jr) = {}{.v)^lh„(x). 

(i(x) n'admet que la singularité L dans le voisinage de cette ligne. 

Les remarques faites sur la décomposition des coupures en plusieurs 
autres permettent d'apercevoir aisément les cas principaux où le théorème 
subsiste, les coupures h^ ayant des points communs. 

Dans le cas où L limite un espace lacunaire 2, on peut prendre les centres 
a/ des cercles qui forment le contour ^,,, non plus sur L, mais à l'intérieur 
de il. Le cas d'une coupure ouverte AB peut se ramener à celui d'un espace 
hicunaire par la transformation 






(juand Fespace S extérieur à L admet la représentation conforme sur un 
cercle, on peut donner une autre démonstration du théorème. 

Soit ,r, = 9(^) lii fonclion figurât we de L; cette fonction représente S 
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sur Tespace ^ extérieur à un certain cercle G du plan des a;,, de rayon R : 
à des cercles G), de même centre et de rayon R), (R',, étant supérieur à R), 
correspondent des courbes (j^ entourant L et sans points communs avec 
cette ligne. On peut raisonner sur ces courbes a^,, comme sur les contours .ç„ 
d'arcs de cercles : la fonction à retrancher est alors de la forme 

«v «v «p 



2 



«0 

v = o 



?(^) — « "* [?(^) — ^v '" [9(^) — ^y 



Ce sont les premiers termes du développement de /„(^') à l'extérieur du 
contour a„ qui entoure L et L^. Dans ce cas [si F(a7) n'admet pas de sin- 
gularités en dehors des L,, La, ..., L^, ..., L], celle fonction se met sous la 
forme 



V = p - 1 



ou 



V = ao 



v=o 

P^ désignant un polynôme en — — r-— - • 

On pourra aussi appliquer, dans bien des cas, les développements (2), 

(3) ou (4). Par exemple, si L est une courbe convexe à l'extérieur-de la- 
quelle F(x) n'est pas définie, et qui sert de limite à des espaces lacunaires 
L„, à l'extérieur desquels le développement (3) converge (les L^ peuvent 
être des points isolés, ou des cercles), la fonction F (a?) est de la forme 

(4) F(x) = ^PA^)-^■^f'p{^), 

V=0 p=l 

où 



V = ao 

v = o 



Les Pv(^), Pi/'X^) ^^^^ ^^s polynômes en z, comme les Qp(z) [ces der- 
niers sont les premiers termes du développement des fp{z) à l'intérieur 
d'une aire convexe, qui tend vers L]. On peut prendre aussi pour les Q;,(^) 
des fonctions qui n'ont que des pôles distribués sur L, ou des pôles exté- 
rieurs à L (d'après la première démonstration). 
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Si la fonction F(x) a m singularités, telles que L, elle est la somme de m 
développements analogues aux précédents. 

Au théorème sur la décomposition en somme correspond un théorème 
sur la décomposition en produit. Il suffit d'appliquer les résultats obtenus à 

ç.^l ' Si F(x) présente une suite de zéros a, et de singularités fty, qui 

tendent vers L, on a [d'après la formule (2)] 

les h„(x) ne s'annulant pas et n'admettant qu'une singularité b^, en dehors 

de F^; a,- désigne un point de L, tel que [«/ — a,| tende vers o avec-» 

cA gi(z) est un polynôme en z. En particulier, quand les singularités 6y 
sont des points isolés, on a 






y„(z) est une fonction holomorphe de z^ gn{^) ^^ polynôme en z. Si ces 
singularités bj n'existent pas, on retombe sur la formule de développement 
en produit, indiquée par M. Picard. 

On obtient d'autres formes de développement en appliquant la for- 
jnule ( 'i). Par exemple, si L est un cercle C de centre O à Textérieur duquel 
F{x) est définie et holomorphe, les zéros de F tendant vers G, F(a;) se dé- 
vclop[)c ainsi 



On parvient fm même développement en appliquant la formule (4), ou en 
se servant de la remarque qu'on peut prendre les points a, à l'intérieur de C, 
et ici les faire coïncider avec l'origine. 

Il est à remarquer que cette dernière forme est identique à celle du déve- 
loppement de F{x) quand F a l'origine pour point essentiel et est holo- 
morphe dans le reste du plan. Plus généralement, si G est la limite de cer- 
cles (^,,, qui enferment un espace lacunaire de F(a;), le développement de 
la fonction en somme ou en produit peut se mettre sous la même forme que 
dans le cas où F(a;) admet le point essentiel O, limite d'autres points es- 
sentiels. 
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On voit quelle diversité de formes on peut donner aux développements 
précédents. La seule difficulté pratique de la méthode réside, comme pour 
le cas des points essentiels, dans le calcul direct de la fonction désignée par 
G (a?) et qui admet L comme coupure. 

Il est facile dès lors de former Texpression la plus générale des fonctions 
simplement et doublement périodiques. Nous dirons un mot de ces der- 
nières. 

4. Applications aux fonctions doublement périodiques, — En premier 
lieu, le théorème des résidus et le théorème de Liouville subsistent- quand la 
fonction doublement périodique F(j;) admet des singularités quelconques; 

¥{z)dz Ql I prrrr^^ (P désignant le parallélogramme 

des périodes) sont nulles. Donc la somme des résidus et celle des ordres 
sont nulles dans P. 

Si, de plus, on considère l'intégrale —^ j pf^/x " ' ^^ ^^^'-j ^^^^ peine, 
en la mettant sous la forme 



4-(^L5)!î(P) U fL¥{z)dz, 



que sa valeur est de la forme mco h- nco', co et co' désignant les périodes. 
D'autre part, soit /{x) une fonction holomorphe et ne s'annulant pas à 

l'extérieur d'un cercle G de centre a, "^ se développe dans cet espace de 

la manière suivante 



/{jc) z — a {z — a)* (3 — aY 

et l'on a 

/ -' dz z=i lia -h a. 

Si Ton considère chaque fonction /i{x) = f [a, entourant un 

seul zéro ou une seule singularité de F(a;)], la somme des quantités /i,a/ -i- a^, 
dans P, est de la forme mco -+- n(o\ 

En particulier, supposons qu'on développe la fonction fi(x) en somme 
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OU en produit, à Taidc de la série i , 



fi{x)=hi-\- 



et 

< P' . y» ^ i 

p n 9 

les sommes V A^ ^t V w, doivent être nulles dans P, et la somme ^ (/*/«/— P,) 

est de la forme /;/(o -h /ico'. Ceci résulte des égalités établies au n® 1 du Cha- 
pitre précédent. Nous avons dit que a, était Vafjîxe de la singularité corres- 
pondante : si Ton appelle reste de cette singularité le coefficient p,- changé 
de signe, on voit que la somme des restes des singularités dans P, aug- 
mentés du produit de leur affixe par V ordre correspondant ^ doit être 
égale à une somme de multiples des périodes co et co'. 

Si Ton applique à fi{x) les développement (2), (3), (4)? les égalités 
(.T) et (4'), établies dans le Chapitre I, fournissent les valeurs des trois in- 
tégrales définies considérées, en fonction des coefficients. 

Réciproquement, on peut former une fonction doublement périodique 
a^ant p singularités données (ou p singularités et p zéros) dans P, si les 
résidus, ordres et restes de ces singularités, vérifient les conditions énon- 
cées. Il suffit, pour établir cette réciproque, de raisonner comme dans le 
cas des points essentiels : on peut entourer toutes les singularités (formées 
ou non d'un ensemble de singularités distinctes), de contours d'arcs de cer- 
cles, et appliquer la méthode de M. Appell, ou la méthode de décomposi- 
tion en sommes et en produits doublement infinis. Je renvoie, pour cette 
(juestion, au Mémoire déjà cité de M. Guichard. 

Quand les singularités se composent de n espaces lacunaires, on peut ap- 
pliquer aussi à ces espaces le mode de développement (2), où la fonction 

élémentaire 7^^-. est remplacée par ^L{z — x). Les termes du développe- 
ment sont des fonctions linéaires de Z et de ses dérivées. C'est la générali- 
sation de la méthode de M. Appell. 

Il est facile encore de développer F(x) (celte fonction présentant dans P 
un nombre fini de zéros ou de singularités) en sommes ou en produits dou- 
blement infinis, dont les termes '^p{z H- mco 4- /ico') sont représentés par 
des intégrales définies ou par des développements de la forme (i), (2), (3) 
ou ( \). La démonstration ordinaire s'étend aisément au cas actuel. 
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Enfin, si Ton emploie la méthode de M. Hcrmile, on voit que 

F(a:) = /(snx) -f- cn(j7)dn(j:) cp[sn(j7)], 

et l'on sait développer f{t) et ç(/) qui ont n singularités dans le plan. 

Les fonctions de première et de seconde espèce s'obtiennent de la même 
manière; mais je n'insiste pas davantage sur ces considérations, dont hî 
seul intérêt est de montrer la généralité des raisonnements sur lesquels 
repose la théorie des points essentiels. 

5. Extension des théorèmes précédents aux fonctions V(a:, y, z) 
qui satisfont à Véquation AV = o. — Les théorèmes que nous venons 
d'énoncer ont leurs correspondants dans l'étude des fonctions V(a?, y, z) de 
trois variables, qui satisfont à l'équation AV = o. Nous nous contentons de 
les énoncer: les démonstrations se déduisent de celles qu'on a données dans 



le plan, à condition de raisonner sur l'intégrale / / \'j~ ~ ^ -j-^ * ) ^f"^ 

f{z)dz 




d\ I 



^i 



comme sur 



r 



X 



I® Une fonction affectée de n singularités (sans points communs) est 
la somme de n fonctions V^ n^ayant chacune qu'une singularité, — 
Lorsqu'une ligne L divise une surface coupure a en deux parties a, et Œj, et 
que, sur une surface s traversant a et passant par L, V et ses dérivées pre- 
mières ne croissent pas au delà de toute limite, on peut décomposer la fonc- 
tion qui admet o* comme coupure, en une somme de deux fonctions admet- 
tant respectivement les coupures a, et Œa- Cette décomposition est possible 
dans tous les cas, à condition d'ajouter une coupure arbitraire s. 

2® La somme des résidus de V est nulle dans tout l'espace, en définissant 

convenablement le résidu relatif au point à l'infini. (Le résidu de a est la va- 
leur de l'intégrale définie / / -j-ds, s entourant la seule singularité a. ) 

Quand V(.r, y, z) présente des espaces lacunaires sur la surface desquels 
V est continue, on peut développer les fonctions V^ sous les formes (•>»-), (3) 
ou (4). La somme des coefficients de ces développements qui représentent 
les résidus est nulle. 

3^ Lorsque les singularités S,^ de V forment une; suite ayant pour limite S, 
on peut encore mettre V(^, y, z) sous la forme W(x, y^z) -h^ V^(-^% >'? ^ ^ 
les V^(:r, y, z) n'ayant qu'une singularité S^ et des pôles sur S, et W(x, y, z) 

II. — Fac. de T, B. 17 
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n'ayant d'autre singularité que S. La démonstration est identique à celle 
qu'on a donnée pour le plan; on entoure les Sa d'une surface 2„ formée de 
portions de sphères dont les centres a^ sont sur S, et l'on retranche de 

chaque fonction V), = / / \ g- - — \ -^ j ds les premiers termes de 

son développement à l'extérieur de 2,. Quand S limite un espace lacunaire, 
on peut prendre les a^ dans cet espace. On peut aussi remplacer la surface 
2)„ par une autre surface, à l'extérieur de laquelle on développe V),. 

S'il existe/) singularités, telles que S, \(x,y,z) est la somme dep séries 
analogues. 

Ce qui précède s'applique, en particulier, aux fonctions V(x, ^, 2) ù 
ti-ois périodes. La somme des résidus est nulle dans le parallélépipède élé- 
mentaire. Si l'on entoure chaque singularité à l'aide de portions de sphères, 
on peut employer la méthode de M. Appell. Quand \(x,y, s) présente 
n espaces lacunaires sur la surface desquels \(^x,y, z) est continue, le dé- 
veloppement (2), où l'on remplace l'élément simple -(a-, /, z) par 

Z(-f, y, 2), permet de généraliser cette méthode. Il est facile aussi de 
mettre \(x,y, z) sous la forme d'une série triplement intinie, dont les 
lermos V;(x + mw', y ■+- nco , 2 +p(a") sont représentés par des intégrales 
délinics ou des développements (2), (3) ou (4). Mais je renvoie, pour ces 
divers points, au Mémoire de M. Appell sur les fonctions V(x, y, z) qui 
satisfont à l'équation AV = o (Acta mathcmalica, t. IV). 

Octobre i8S6. 
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En désignant par F(x) une fonction uniforme aux périodes 2K et 21K', 
cl par a, b, ..., Ises pôles situés à l'intérieur du rectangle des périodes, on 
a l'expression suivante 

ir/ X r . . H'(^-a) , „ H'(x-fc) , ■ H'(.r-/) 

L 0.(0: — a) \i{jr — o) H(j: — /)J 

L H(jc — a) H{x — 0) iI(j:— /)J 



OU bien, [)Our abréger, 

^ ^ .^ H(vr — flf) '^d H(.r — ^) ^^ ^ H(x — a) 

-H 

La quantité ,. S qui joue le rôle d'élément simple dans cette formule, 

n'est pas doublement périodique, mais ses dérivées le sont, comme le montre 

la relation 

H'(a) J I 



D: 



H(j?) K sn*j? 



Il en résulte que les termes de la première somme sont d'une autre nature 
que les autres, mais la condition A-t-B-f-...-f-L = o permet de la mettre 

11 — Fac. de T. C. ï 
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aussi SOUS la forme doublement périodique; c'est le premier point dont je 
vais ni'occuper. 

I. J'emploierai, dans ce but, la relation suivante 

sna:cnjri\nœ — snacnaûna _ }l'(x -^ a) B'(x) ®'(«) 

qui esl une conséquence de l'égalité fondamentale 

Cliangeons, en effet, a en a -f- ÎK' : on aura d'abord 

snasn(^-+-a) lI(a:H-a) B(j:*) ll(a)' 
prenons onsuiUî la dérivée logarithmique des deux membres de l'équation 

I U(a) 

ce qui donne 

cn^dng _ H^(^) __ S'(a) 
sua "~ 'II (a) B(a)' 

et ajoutons membre à membre. Au moyen de la formule 

I snj^:cnflrdn^ — snacnxdn^r 



sn(a:*H-a) sii*^- — sri*a 



y 



on trouvera, après une réduction facile, la relation à établir. 

D'une autre manière, en partant de la décomposition en éléments simples 

do lii quantité — ^ ^ qui a pour périodes 2K et 2«Iv', nous opérerons 

o 1 1 vt ~~" S 1 1 ce 

comme il suit. Les pôles étant x = a^ x = 2K — a, et les résidus corres- 
pondants 2 — y i — > nous avons d'abord 

*■ 'jsnacnadna 'isnacnadn^ 






sn*.r — sn*flr 2 sn 



I r ir(j7 — g) __ lV(a;^a) ~] 



ou plutôt 



2 sort cnadna _ ^, ll'(jc — a) }V{j^-^a) 
sn^a— siî*t7 n(x — a) IL(jc^a) 
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Pour déterminer la constante, je fais a? = o, ce qui donne 

2cnadna ^, 2H'(a) 

sna ~ ^ H(a) 

et, par conséquent. 



p,_ rH'(rt) cnadnal _ S'(a 



Nous avons ainsi l'égalité 

2snr/cnadna H'iœ — a) H' {x -\- a) B'(a) 



sn*J7 — sn'a H{jc — a) H(»rH-a) 0(^)' 



permutant x et a, on en conclut 

2sn^cn:cdnj7 U'{.v — a) H'(^-i-a) B'(a?) 

et enfln, en retranchant membre à membre, 

sn.Tcna!dna: — snacnadna H' (a: -\- a) ©'(^) 0'(^) 
sn^a; — sn*a H(a:-ha) ®(^) ^(ûk) 

Cela posé, l'élément simple tj-t ( s'obtient en changeant a en — «, 

El. ^ «37 — (Z j 

SOUS la forme suivante 

H'(x — a) snx en X dnx -{- sua cnadna ^'{x) S'{a) 

H(x — a) sn*a? — sn*a ^{^) ^(a) 

et voici la nouvelle expression des fonctions doublement périodiques qui en 

résulte. En premier lieu et dans la somme V A „, , ? le terme ^,! dis- 

^ ^^ H{x — a) ^(-^) 

paraît en vertu de la condition V A = o ; on a donc simplement 

>A-n7 ( = > A 1 hconst. 

Soient ensuite, pour simplifier l'écriture, 
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en faisant usage de l'égalité de Jacobi 



1. e'(j?) J ,, , 



nous trouvons successivement 



y A' "'^•^-^> = y A' D. «n.r-cn.r(ln.r + sn^cnadn« _ g,^, ^^. ^ ^ ^^^^, 
.^ II (j:- — a) -^ sn*a— sn*« 

^ ,lï'(./' — rt) yi sn.zcnor(]n.rH-snacnadnrt ^,- -^ , 

^ \i(;r — a) ^ "^ SU* j—sii-a 



I^a nouvelle expression des fonctions doublement périodiques, où n'en- 
trent plus que des éléments doublement périodiques, à savoir sn^x et sa 
dérivée, est donc 

sn .r en a: d ii .r -+- sn a en a i]na 



F(a7).^C-i-yA , , 

^ ^ ^^ sn*J7 — sn*a 

V^Airv sn.r cn.r (ln^-4- snacnrt (inrt ^,,, 

H-- > A'Dx i i S'A*snVr 

^^ sn*j7 — sn'a 

^ . „^j sn.r cnjr (ln.r -+- snacnrt dna „„. ., 
^^ sn*^ — sn*rt 



»x 



el Ton en conclut facilement qu'on a 

F(.r) = 9(sn*j:) -+- •v}^(sn*.r) snxcnjcdnvT, 

en désignant par ^(sn^x) et 'j'(sn^x) des fonctions rationnelles en sn*x. 

Une remarque a laquelle elle donne lieu immédiatement, c'est que le se- 
cond membre contient un point singulier apparent, x = fK', qui se trouve 
dans la formule 

ir(.r — a) _ sn:r cn.r (In^ -+- sn^r cnadna B'(a?) S'(a) 
U{x — a)~' sn'x — sn*^ 0(x) B(«) * 

C'est, sous ce rapport, une imperfection qui est évitée avec les éléments 

}\' (j- (i) 

simples ,. _ — r ; nous observerons toutefois qu'il n'y a point de pôle appa- 
rent dans le cas particulier où, la fonction doublement périodique étant 
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paire, tous les pôles sont simples, puisque alors on obtient 



A snacnaâna 



F(j7)=:C-h > = z— 

^^ sn*j7 — sir a 

Ce cas n'est pas le seul : il en est encore de même dans d'autres circonstances 
où l'expression des fonctions doublement périodiques s'offre sous des formes 
nouvelles que nous allons indiquer. 

II. A cet effet, je distingue parmi les fonctions aux périodes 2K et 2«K' 
celles qui se reproduisent au signe près lorsqu'on ajoute à la variable l'une 
des demi-périodes iK, K -1- i'K', K; je les désignerai par F,(^'), F^C^)? 
F3(a;), de sorte qu'on aura ces conditions caractéristiques 

Fa(j:4-K)=— F3(^). 
Considérons d'abord la première ; nous pourrons écrire 

2Fj(x)=iF,(^)-Fj(^H-/K'), 
et, en observant que l'on a 

la première formule de décomposition en éléments simples donne immé- 
diatement 






et, par conséquent. 



2Fi(^) — ^ ADx logsn (x — a) -h^A'D%\ogsn{x — a) 



OU; plus simplement. 



F,(x) = ^ ADx logsn (or — g) 4- V A'Dilogsn (x — a) 
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si Ton n'emploie que les pcMes conlcniis dans le reclanjïle ayant pour côtés 
aKelK'. 

l>e la même manière, en faisant usage des équations, 

ll '(-r + K-h/ K') _ e; (,/-) _ _(£ 
I|(2.^-K + /k') ~ê|(.r) aK' 

H'(.r + K)_ir.(.r) 

"ll(./' + K) - II, (.7")' 
nous trouverons ensuite 

.F,(. ) ^ y A, I). lof ip'f^, + y A-, i>î log ?,'-,^^^ + ■ ■ ■ . 

.^ ' ' "^ iJti(j: — «') Xd ' ^ ^ (ln(^ — fl') 

Ces quantités prennent une forme plus simple, si Ton change dans la 
première x en x -h K., et dans la seconde .v en .i~ -h K -t- t'K'. Nous avons, 

en effel, 

sn(j: 4-K) _ I 

ilri(.i+K) ~ 7F' ^"'^' 
sn(j; + K + /K') _ i_ 
cii(> + k-t-iK')~ A-' • 



en écrivant donc 
au lieu de 



F,(j) Cl F,(j), 
aF,(j- + K) el 3Fj(j- + K + (K'), 
on obtient ainsi les formules 



h\i-r) - ^ A, I), logcnC-r - «' ) -»- ^ A', Dllogcn (x - «' ) -h. . . , 

F,(j-) = 2 A'"^ loStlnC^ ~ ""' +2 '^''** loKtln(.r - ^') +. . . . 

Les expressions des fonctions F'(.c), F, (j;), I'\(.r), auxquelles nous 
venons de parvenir, ont pour éléments simples les fonctions doublement 
périodiques 

,, , cn./-(ln.r 

I)j logsn X rr — ; , 

,, , sn^ilnj- 

Djlogcn X—- , 

cil -r 

l)ilOKdn.r = — *' — . 
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et ne présentent pas de pôle apparent; voici quelques remarques auxquelles 
elles donnent lieu (*). 

III. L'expression, par une somme d'éléments simples, des fonctions ra- 
tionnelles et des fonctions doublement périodiques, donne immédiatement 
leurs intégrales; on obtient ainsi pour les fonctions doublement périodi- 
ques les plus générales, désignées précédemment par F(x), 

puis les formules, auxquelles je m'arrêterai un instant, 

/F,(j?)c?.r = V Ailogcn(x — «') 4- V A', Dxlogcn (^ — a' ) -\- 

f F3{a:)dx=^ Ajlogdn(j7 — a") -^^ A^ Da:logdn(j7 — a") -h 

Soit pour un instant sno; = ^ et R($) = (i — ^^) (i — A*^^^), on aura 

F,(a;)=./,[;,v/îv(r)i, 



en représentant par /<, /a, /$ des expressions rationnelles en Ç et \/R($); 
cela étant, on voit que les intégrales 

ffdkM^d^ f-^AkM^dP f Ml\/M)\ ^^ 

s'expriment sous forme finie explicite, par les fonctions élémentaires. Soit, 
de plus, 

/[?, v/ÎÛT)] =/. U, \/m)] -H/,[?, v/ÎÛÔ] +/3U, \/M)l 



(*) Dans une Note du Journal de Liouuille, sur une formule d'Euler, année 1879. je suis 
arrive, par une autre méthode, à ces mêmes formules. 
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il en sera de même de la quantité 



^ ffMMû^^,^ 



de sorte qu'on a ainsi un type des intégrales qui ont été nommées pseudo- 
elliptiques. Revenons maintenant à la variable x^ et posons, pour abréger, 

F(x)=-Fi(:r)4-F,(^)-hF,(^), 
ce qui permet d'écrire 



J=z fY{x)dx, 



il est facile d'établir la relation 

F(^-) 4- F(.r 4- ÎK') 4- F(.r-f- K 4- iK') 4- F(^ 4- K) = o. 

Considérons, en eflét, les quatre termes qui dépendent de la même fonc- 
tion, par exemple F<(j?) : ils donnent la somme 

F, (^r ) 4- Fj (^ 4- îK.') 4- F, (x 4- K 4- lYJ) 4- F» (x 4- K) ; 
or on voit immédiatement qu'elle est nulle en vertu de l'égalité 

F,(^)4-Fj(a:4-/K')=o, 
et il est clair qu'on a de même 

l\{x) 4- F,(.r 4- / K') 4- F,(.r 4- K 4- iK') 4- F,(a: 4- K) = o, 
FsC^f) 4- l\{x 4- /K') 4- FaCo: 4- K 4- /K' ) 4- F,( J:* 4- K) = o. 

J'ajoute maintenant que toute fonction doublement périodique F(ic) qui 
satisfait à cette condition, pouvant s'écrire de la manière suivante, 

4F (x) = F(^) — Y{x 4- iVJ ) 

4-F(x) — F(:r4-K4-«K') 
F(^)-F(x4-K), 



on en conclut cette expression 

Y{x)-=:¥,{x)-^Y^{x)-^Y^{x). 

Effectivement les différences 

F(^-)-F(^4-/K'), F(^) — F(^4-K4-£K') et F(.r) — F(a' 4- K) 



sn 
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offrent les propriétés caractéristiques de F(a?), F, (a;), F2(a?); elles se repro- 
duisent changées de signe, en y remplaçant successivement x par x -f- iK', 
X -f- K -h i* K' et a? -h K. Il en résulte que la transformée par la substitution 

x = \ àe l'intégrale rF(a?) do;, c'est-à-dire i = f ^^^^j^^ cTi, 

s'obtient sous une forme finie explicite au moyen des fonctions élémen- 
taires, et représente une intégrale pseudo-elliptique. Je remarque encore 
qu'ayant pour la fonction doublement périodique F(a?) cette expression 

F(j?) = 9(sn*j?)-4- ^{^n^ x) ^nx cxix Anx^ 
où ç et ^ désignent des fonctions rationnelles, on en conclut 

de sorte que l'intégrale J se décompose en deux parties, dont la première 
/ ^;^ ' ^ est seule à considérer. Cela étant, je dis que la fonction cpC^') 

./ s/m) 'J 4 ÏV / 

vérifie la relation 

Changeons, en effet, a? en — a?, dans l'égalité 

F(ar) -+- F(ar -+- iK') 4- F(^ -h K -h iK') 4. F(.r -+- K) =0, 

on obtiendra, eu égard à la périodicité, l'équation 

F(-^) + F(-^-iK')-hF(— ar-K-iK')-+-F(-^— K)=:o, 

et, en ajoutant membre à membre, on conclut que la partie paire de F(a7), 
c'est-à-dire (p(sn^x), satisfait à la même condition que la fonction elle- 
même. Cela étant, la proposition énoncée est la conséquence des relations 
élémentaires 

snM^ -+- iK!) = , , ' > sn*(^ 4- K 4- «K') = ,^"*f > sn«(^ 4- K) = §î^. 

X:*sn*a7 ^ ' k^cn^x ^ dn*^ 

C'est M. Goursat qui a donné ce résultat, dans un beau travail intitulé 
Note sur quelques intégrales pseudo-elliptiques^ dans le Bulletin de la 
Société mathématique de France, t. XV, 1887. Je renvoie aussi sur la 

II. — Fac, de T. C.2 
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mùme question à d'excellentes recherches qu'a publiées M. Ilaffy dans 
le même Recueil, t. XII, p. 5i ; la méthode des deux auteurs, qui n'em- 
pruntent rien à la théorie des fonctions doublement périodiques, étant en- 
tièrement différente de celle que j'ai suivie. 

IV. Je considérerai maintenant les fonctions $(a?) aux périodes 4K. et 
4 /K', pour montrer succinctement comment elles se décomposent en élé- 
ments shnples, qui sont encore formés au moyen des quantités snor, cna:, 
dn.r; voici, dans ce but, une première remarque. 

Soient, pour un moment, 

2n {a:) = ^{x)-^^{x-\'2iK'), 



on aura les égalités 



n (j:-h2£K')=-+-n(^), 



et l'on en conclut que la fonction proposée ^(x) s'exprime par la somme 
de deux autres dont la première se reproduit et la seconde change de signe 
(piand on ajoute 2/ K' à la variable. 
Posons ensuite 

2<l>o(^) = lI(^)-+-n(^H-2K), 

2<i>, ( x) = n(x) — n(a^ -+- 2K) 



et semblablemcnt 



2<l>,(^) = n, (j:) - Hj (a? -4- 2K), 

2<i>,(^) = n, (a^) -f- n, (x -+- 2K); 



nous en déduirons cette expression 

011 les termes du second membre satisfont aux conditions suivantes : 

<I>,(^H-2K)= — <^,(a7), <l>,(^-h2/K')=4-*i(^), 

<I>,(j: + 2K)= — <l>,(^), <l>,(^-h2eK')=:-<l>,(^), 
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Elles montrent que ^o(x) revient à F(a?); on voit aussi que $, (x), ^2(^)7 
^i(x) peuvent être considérées comme des fonctions doublement pério- 
diques de seconde espèce, ayant respectivement les mêmes multiplicateurs 
que snx, eux, dnx, qui leur serviront d'éléments simples. Nous avons 
donc, en premier lieu. 



<l^,{x) = C-h^A 



snj?cnj7dn^-+- sna cnadna 
sn*j? — sn*a 



yX'Dx i i S'A:'sn*j? 

^^ sn*J7 — sn*a 



y ^, sn^cn^dn^ + snacnadna _ ^ ^^,^ 

J^ ' sn*j?-~sn*a 



puis, en représentant les pôles par a' -+- /K', a" 4- tK', a** 4- îK', . . . , 

<l>,(^)=VAiSn(a: — a') + VA'iDxSn (a: — a') 4-. . ., 
<|>3(jr) = V A,cn(d: — a'')+ V A',DxCn(j? — a'')H-. . ., 
<^5(^) =2 A, dn(a^ - O 4-2 a; Dx dn(^ — a-') h-. . . . 

Cela posé, à la formule précédemment donnée pour $o(^)> à savoir 

nous ajouterons les suivantes, dans lesquelles les lettres ç et 4* désignent 
des fonctions rationnelles : 

<^i {x) = (pi(sn*ar) sna? 4- ^pi(sn*a?) cn^ dn^, 
<^,(j?) = 9,(sn*j?)cn j?4- ^pi(sn*^)snj?dn^, 
<^,(.r) = 9,(sn* a?) dn^ 4- ^pj(sn'^) sn j? cn^:. 

On les obtient au moyen des relations élémentaires pour l'addition des 
arguments dans les éléments simples sno;, cno;, dna;, ou encore en remar- 
quant que les produits $,(a;)snar, $,(a?)cna?, $3(0?) dno; ont pour pé- 
riodes 2K et 2tK', et rentrent, par conséquent, dans le type analytique 
de ^q{x). 

Ces résultats montrent que *(a;), c'est-à-dire toute fonction uniforme 
dont les périodes sont 4K. et (\i¥J^ s'exprime en fonction rationnelle de 



mm 
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sno?, eux et dna?. J'indiquerai comme exemple les formules suivantes : 

,a? I — eux 

Sn' — = 5 f bii" i — -t- hl I = — — •T-_ — > 



— 1 ' sn* ( - 4- K ) = -j — 

\2 / I — dn;r \a / i — dnor 



Je remarquerai aussi que, en posant 

ce qui donne 

on a la relation 

T(ar) -h ^(^ -h 2 iK') -+- V(^ -h 2K 4- aïK') -h V(^ 4- aK) = o, 

et qu'on peut en conclure l'expression de la fonction W(x). 
Soient, en effet, pour un moment, 

2W^{x) = W(x) 4- W(x 4- aK 4- aïK'), 
a^^,( j?) = T(ar) 4- W{x 4- aK); 

nous obtenons d'abord, d'après l'égalité admise, 

W{x) z= W,(x) 4- W^{x) 4- W,(x), 

Cela étant, on trouve ensuite, en ayant égard à cette même relation ainsi 
qu'à la périodicité de W(x)^ 

^,(ar4-2K) = -Vi(^), 

W^{x-h2K) = --W^{x). 

W,{x-^2K)-~^W,{x), 
et pareillement 

Vi(^4-2/K') = 4-Vi(a7), 

V*(^H-aiK') = 4-V,(a?), 

On voit donc que les fonctions V,(a?), ^3(0?), Vs(^) possèdent les pro- 
priétés caractéristiques de $1 (a?), $2 (a;), $3(0?), ce qui démontre le résultat 
annoncé. 
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ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU SECOND ORDRE 



01' I JOUE UN RÔLE IMPORTANT 



DANS LA MÉCANIQUE CÉLESTE; 



PAR M. F. TISSERAND. 



PREMIERE PARTIE. 



I. Il s'agit de réquation 

d* z 
(«) —-+- 5[/t» H- 2«C0S(A' -!-&)] = U, 

où Ton a 

(h) U = 2A/C0sV,, V,= /,r + ^; 

I 

/i, a, /, 6, A/, /, et bi sont des constantes données : c'est donc une équation 
différentielle linéaire, à coefficients variables, avec second membre; elle a 
été rencontrée il y a longtemps par d'Alembert, à propos de la théorie de 
la Lune {Opuscules^ t. V, p. 336), et par Lagrange {Œuvres^ t. I, 
p. 586). La même équation a. été étudiée à divers points de vue, dans ces 
dernières années, par MM. Bruns, Callandreau, Gyldén, Heine, Hill, Lin- 
demann, Lindstedt, Mathieu, Poincaré, Stieltjes, etc. 

M. Hill a fait des travaux très remarquables sur Téquation plus générale 

-j^ -\- z[n}-\- 2acos(/r + b) -f- 2 [3 ces ( 2 /t' -+- 2^) h-. . .] = U. 

Mais, dans ce Mémoire, nous ne nous occuperons que des recherches de 
MM. Gyldén et Lindstedt. 

La méthode de M. Lindstedt est très simple et donne le développement 
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de rintégralc générale de l'équation (a) à l'aide des séries trigonomé- 
triques. 

Celle de M. Gyldén est plus savante ; elle utilise en effet les beaux travaux 
de M. Hermite sur l'intégration de l'équation de Lamé au moyen des fonc- 
tions elliptiques. L'éminent directeur de l'observatoire de Stockholm a fait 
une application importante de ses formules à la détermination de l'orbite 
intermédiaire de la Lune; les principes de son analyse, dans ce dernier pro- 
blème, ont été clairement exposés dans ce Recueil même (t. I) par M. An- 
doyer. En dernier lieu, on est bien obligé de remplacer les fonctions ellipti- 
ques par leurs développements trigonométriques. On doit évidemment 
retomber sur les formules auxquelles conduit la méthode élémentaire de 
M. Lindstedt. C'est à la comparaison de ces deux théories que je vais 
m'appliquer, et je m'occuperai surtout de l'application à la théorie de la 
Lune, en suivant les calculs sous la forme employée par M. Andoyer. Pour 
être bien compris, je devrai forcément reprendre, mais aussi brièvement 
que possible, l'exposition des deux méthodes, en y ajoutant quelques com- 
pléments qui ne me semblent pas inutiles. 

II. Négligeons d'abord le second membre de Téquation (a); par un 
changement de variable très simple, nous aurons l'équation 

(A) ~ -h 5(aî+ 2(7,cos2r) = o; 

nous admettrons que a, est un coefficient numérique petit dont on pourra 
négliger les puissances à partir d'un rang peu élevé : c'est là la circonstance 
qui facilite les approximations. 

En adoptant l'exposition de la méthode de M. Lindstedt, telle qu'elle a 
été présentée par M. Poincaré, nous allons prouver qu'en posant 

[ z i^ Zq -f- cil Zi -\- Ci ^ z^ -\- . . . -|— ûf j Zpf 
(i) < fx — ao -HaifXi-h aJ|:x,-H. . .-+-aî|jLp (on a pris fJLo= «o)» 

( \v = ixv-h^ {'\i désigne une constante arbitraire), 

on peut déterminer les quantités (jl,, [jlj, . . ., [x^, et les j9 4- i fonctions Zq, 
5,, ..., Zp des arguments p et iv, de telle sorte qu'en substituant la valeur 
ci-dessus de z dans l'équation (A), elle y laisse un résidu de l'ordre de af^* ; 
les quantités (jl, dépendront uniquement de a^. On prendra pour les fonc- 
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lions Zi des expressions de cette forme 



A=4-i 



(2) :;/ — V B/'^^cos(ir 4- 2/j(>) («'=0, 1,2,.. .,/>), 



A=-i 



où les coefficients B seront des fonctions de a^ qu'il s'agira de déterminer. 

:;/ contiendra p explicitement et implicitement par iv, dont la définition 
est donnée par la dernière des formules (i). 

On aura donc 

i=p 



d} z -^ ; d}zi 

dw^~' 2d^^ d^ 
1 = 



Si Ton pose 



(3) fJL*=iaJ + C,a, 4-C,a; + CjaJ 4-..., 

les coefficients C^, Cj, . . . seront des polynômes en [x^, [Xj, ... que Ton cal- 
culera aisément en partant de la seconde des formules (i). 

d^ z 

Cela posé, si Ton substitue dans (A) les valeurs de z, ^-j» [x et (jl^ déter- 
minées comme on vient de le dire, on trouvera un résultat de la forme 

Ro-t-Riûfi + Riaî -H. ..4-Rpaf 4-. . . = 0; 



on écrira les équations 



Ro = Rj :i^ R| = . . . rz: Rp nr o, 



de telle sorte que le résidu de la substitution sera 

et contiendra en facteur af ^* , quantité de Tordre /? -4- i . 

On trouve sans peine que l'équation générale R/= o peut s'écrire 
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OU faisant 

O) ' . r ^^^'-1 , r ^'^i-t , , r ^^^« ^r ^^^^^ 

an- air* air* atr* 

4- 2-3/_, C0S2 1'. 

On remarquera que la quantité ^/ ne dépend que de :?,_,, ^/«..j, ..., -oî ^*^ 
pourra donc déterminer de proche en proche les fonctions Zi en partant de 
leurs expressions générales (2) et de Téquation de condition (a). 

Supposons que, par ce calcul, on soit arrivé à une expression de cette 
forme 

(4) .Ai— ^ !)•/'' cos((r+2//r). 

Si l'on substitue dans (a) les valeurs (2) et (4) de Zi et A,, on trouvera 

2 [4/i(/i -f- «o) B/" — D/"] cos(ir H- 2/ir) =: o. 
h-- 

i\ous vérifierons donc l'équation (a) en prenant 



et cette valeur de B^^ sera admissible, sauf le cas de h = o. En se reportant 
à la formule ( {), on voit que Sii ne doit pas contenir de terme où l'argument 
soit égal à iv seul. On devra donc avoir les équations 

et ce sont ces écjuations qui détermineront [x,, (jl^, . . ., [x^; après quoi, les 
fonnules (2) et (c) détermineront les quantités Zi, 
Nous prendrons 

(6) ^0— COSir, 

expression qui vérifie bien l'équation (A ) lorsque a, est nul; 
( jî) nous donnera, à cause de G, = a^fx,, 

•i^i = — 2ao|:xi costv -h cos(ii'-h iv) -\- cos(ir— 2('). 
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D.5 



On devra donc avoir [ji, = o; on aura ensuite 
d'où, par (c), 



in-«^=-M, 



(7) 



î , B^"*^= 5 • 

C0s((V-f-2P) COS(iV — 5îr) 



4(i-i-«o) 



4(1 — «o) 



Avec les valeurs (6) et (7) de -^o ^l -^n (^1 = ^j ^^ ^^^^ de (P) 

Jl5=: Cl -T-T -*- Cs -T— ? H- 9,Z^ €082(^=1 2ajao -r— ^ -H 25,C0S2(', 

d'où 



^,=: 



C0S(ir + 4<') C0S(i4' — 4^0 



4(1 -H «0) 



4(1 — ao) 



77 — ] r -+- Tt ^ "~ 2fx,ao cosa-; 

L4(i4-ao) 4(1 — «0) J 



le coefficient de w doit disparaître : on en conclut 



f^î = 



4ao(i — aj) 



On trouve ensuite, en opérant de même, 

— i5aj4- 35aJ 



-8 



l^z — o, fX; = 



64aS(i-aJ)»(4 



«J)^ 



et l'on a cette solution, dans laquelle nous introduisons un facteur con- 
stant y]o, qui, avec ^, donnera les deux constantes voulues. 



I f^ 



iVZ=L 






5 = YjjjCOSlï'-H 



«1 



(B) 



4(i-hao) 



a 



32(r-i-ao)(2-hao) 

a? 



YîoCOS((ï'4- 2V) 



YîoCOS(iï'-H40 4- 



fli 



4(1— «0) 



a 



Yîo COS(iV — 2(') 



384(i + ao)(2 -Hao)(3 -Hao) 
«jH-4«î-H'5âro-M6 



a 



ez 



* 128^0(1 — a;)(H-ao)H2-H«o) 
s ap — 4^0 -H'^gQ— 16 

* i28ao(i— «î)(i — ûro)*(2 — ao) 

3 



32(1 — ûo) (2— «o) "° 

Yîocos(tv4-6r) 

YîoCOS(iV4- 2r) 



TioCOSftr— 4i) 



YîoCOS(lV— 2i*) 



a: 



4- 7 



384(1 — ûo) (2 — «o) (^ — «0) 



YîoCOS(i^ — 6('). 
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Celte solution, transportée dans Tcquation (A), y laissera un résidu du 

quatrième ordre. 

On démontre aisément, de proche en proche, que Zi ne contiendra que 
les arguments w ± liv, iv ±(2/— 4) r, . . . , Targument w étant excepté 

lorsque i est pair. 

Il importe de voir qu'on ne rencontrera jamais d'impossibiUté dans le 
calcul des quantités [jl, d'après les équations (5). Supposons, en effet, que 
Ton ait trouvé 

|jL, = o, f^j = o, ..., fx,/_, = o; 
il en résulte 

Cl = 0, 1^3 11=0, •••> '^j/-i^^^0 5 

les équations D!.').^=o et D!,^.^, =0 donneront, comme on le voit aisé- 
ment, 

(^r on a 

C,i= 2ao|:x,/ -+- 2fXjft,/_,-t- . . . 

(le coefficient 2 du dernier terme devant être remplacé par 1 si / est pair) et 

Cj/H-i = 2rtof^j/-M ; 
on aura donc 

La valeur trouvée pour [Xj, sera toujours admissible. 

On voit en même temps que ix est une fonction paire de a,. 

111. Il faut maintenant rétablir le second membre dans l'équation (A). 
On trouvera l'intégrale générale de la nouvelle équation en conseiwant pour 
:; l'expression analytique (B), et faisant varier les constantes yjo et ^ suivant 
la méthode bien connue. Je vais donner la formule a laquelle on arrive 
ainsi, mais je le ferai en prenant l'équation sous la forme (a), ce qui sera 
plus commode pour les applications. 

Soient 



ie) 
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rinlégralc générale de réquation (a) sera, en négligeant a', 

z —riocosa'-h 7 -, YîoCOS(iï'+ /('-h 0) -+- 7 — î — yj cos(<r— A' — b) 

i\_l-h2n ' l — 2/1 ^ '\ 



a* 



I I \ 

(x} / f 1 



-^,yA,cos(V,+ /r-+-^)r^-i— f ^ ^—L^ 

/ — 2/l\|JL — /+// |:x— ///J 



-^ \ ( \ ^._J_^ 

(/ — '*)(/ — 2/l)\|JL — 2/ — li IJL-hliJ 
ô^r V A; ces ( V, — 2 /i> — 2 6) 77 —7 r ( ; -, 7- H 7- 

IV. Calcul approché de la latitude de la Lune. — Soient 

p la longitude de la Lune, comptée sur le plan de Técliptique suppose fixe; 

s la tangente de sa latitude ; 

m le rapport des moyens mouvements du Soleil et de la Lune; 

a une constante. 

On a ( Andoyer, loc. cit.)^ en négligeant les petites quantités du quatrième 



Ou j/^'Ul s^f rofiMiiucft: ais'rfjjofil. en rf<r p:|>orl;iril à la manière dont celle 
<W|ij;jtiofi a ''té t'UtlAh*, que la jiorlion i -i- '//ï* <lu coefficient de .ç est exacte 
au troj-iêine ordre près incluHvenienl. relativement à w. 

i/(''(|ij;jtion i^l) est une équation différentielle linéaire à coefficient? pé- 
Modiques et safi?> second membre; nous la ramènerons au type (a) en chan- 
^eaul d'* varialile et posant 

r><; s- ZV,* " 

on Irouv*', avec la même précision, 

f/- z 
iij) .j } cji ^ J m* f- 3 /w* cos[f'« — '<//!)<• — 2 7]Jz=0. 

La remanpje faitr fi-fl**ssus s'applicpjf à la portion i -h-^m^ du coefficient 
de z, qui <'sl la mém** rpje rians le coefficient de .v. 

Pour faire coïncid^M" Férpiation (<)) avec (a)^ il suffit de poser 

n" I -H î ''''* y- '-'- \ ff^'f l - 'a(i — m), h=z — fj; 
d'où 

// I » ? rri'-^ (Ifîs Icrincs on /?^^ ///^, . . ., 

/ - - '.< // - 7 /// C I -i- . . . ). ^* — f\ n^ ::^ — H m {i -\- . . .). 

Les diviscuFs / - 2// rt /^ — ^|/i^ sont p<;lils r»l, par suite, importants à con- 
sirlér^'F*; la foriuuir ( d), réduite à 

Z ri„<!osir \ \ . ' -y)yC08(tr-h /('-^ />) H- -/7 # rYïoCOs(<ï' — /c'— ^), 

ii^l I- •.'-//) l{l—2n) ^ ' 



// 



I I 



- "^ I 



iinus donnerîi 
V Y),, cos M' H- ,^,i //' " TOo (M)S I ir H- (u — a /;/) c — 3 (7 1 — \m tQo cos [<r — (2 — 2 w) c 4- 2 ît]. 
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Le coefficient du dernier terme du second membre étant du second ordre 
par les facteurs m et y]o, il convient de supprimer le terme précédent, qui 
est du troisième ordre, à cause de /?i^y]o; nous ferons en même temps 

et nous aurons 

z = xsin(^^ — y) -h f /nxsin[(2 — ^ — 2m)r — 2 0- -hy], 

La formule (8) donne, avec la même approximation, 5 = r. 
Voici donc le résultat auquel nous arrivons : 

(D) ^=ii + |m«-.^/n», 

(E) 5=:xsin(^r — y)H- J/wxsin [(2 — ^ — 2m)r— 2^ -h y]. 

Les coefficients de m^ et nï^ dans (D) sont exacts, comme on le voit en 
comparant avec les valeurs trouvées pour g dans les diverses théories de la 
Lune; on connaît ainsi le mouvement moyen du nœud à ^ environ de sa 
valeur près. 

L'expression (E) de 5 contient tous les termes du second ordre. 

V. Calcul approché de la projection du rayon vecteur de la Lune sur 
le plan de Vécliptique. — Soient - cette projection et 

a désignant une constante et p une quantité variable du premier ordre. On 
trouve aisément (Andoyer, loc. cit.) cette équation différentielle 

-f- pj I — \m'— (|m'-+- ^__ ) cos[(2 — 2/w)i' — 2(7)]| =U, 

avec 

/ l =2(1 — m), 

(10) ) U:^_l,;jS — |x'— 3m*COS[(2 — 2m)i' — 20"] 

( -h fx'cos(2^i' — 2y) -h troisième ordre. 

Dans le premier membre de (G'), on a négligé les petites quantités du 

II. — Fac, de T, D.2 
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quatrième ordre; toutefois on peut s'assurer que la portion i — ^m^ du 
coefficient de p ne contiendrait pas de terme en m*, mais seulement des 
termes en m*, /n*, . . ., si Ton poussait plus loin les calculs. 
Pour ramener Tcquation (C) au type (A), nous ferons 

(M) p = 5E^* "-''-^ ' 

ce qui nous donnera, avec la même approximation, 

(»2) ^ -H5 i-f/n»-|mM3-i/H- ^i^j cos[(2 — 2m)r - acj] | = U. 
(.)n aurait dû mettre, dans le second membre, au lieu de U, 

i 3 , 6m* \ r , . 

UE * ' '- -^ ' ; 

mais, en réduisant l'exponentielle à l'unité, cela revient à négliger dans U 
les quantités du quatrième ordre, ce que nous avons déjà fait. 
Nous ferons coïncider (12) avec (a) si nous prenons 

\ous aurons d'abord, d'après (rf), 

La formule (é?) pourra être réduite à 

z = Yiocosw-i- -7—1 : r3oCOs[<^'-4- (2 — im)K> — 2(t] 

YÏO C0S[W'— (2 — 2/w)('-4- 20"] 



-f- — V A|- cos V, ( — ^—Y H ^,- ) ; 

\ , désignera successivement les trois arguments o, (2 — 2m)(^ — 2(7, 
'2gi' — 2 Y, de U, formule (10); 
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A/ désignera successivement les coefficients des cosinus de ces trois ar- 
},ainients; 

A/ désignera successivement les coefficients de p dans les trois arguments. 

Comme pour 5, on devra prêter une attention particulière aux petits 
diviseurs / — 'in et l^ — l\n^\ on trouve, en se bornant au second ordre, 

z ^= Y)oCOSiv-H ^mrio cos[«' — (2 — 2 m) v -\- 2 7] 

— |m* — f X'-H m* C0S[(2 — 2m) (' — 20"] — |x' C0S(2^'i' — 2y). 

On a laissé de côté le terme en cos[iv -h (2 — im)v — 2a], parce que son 
coefficient contient le facteur /w^y]o, qui est du troisième ordre. Il faut 
maintenant porter cette valeur de z dans (11), qui donnera, avec la préci- 
sion cherchée, p = >:^ ; nous ferons en môme temps y]o = e, 4' = — ^7 F*- = ^'^ 
et nous aurons 

,,,,, _ I a» 2/*-h 35/- /i*— 60/1*1 

\ -j =: a { I — Jm*— Jx--h ecos(c(' — gj) 4- m'cos[(2 — 2 //?)«' — 2 a] 

( K ) ^ 

( — jX* C0S(2^r — 2y)-H ^5.//|gcOS[(2 — C— 2/w)i'— 2C7 -hCj] j. 

Nous allons maintenant procéder à la mise en nombres de la valeur (D) 
(le c; nous prendrons avec Laplace m = 0,07^ 8oî3; les formules (i3) nous 
donneront 

/=z I ,85o 8974; log/l =:i ,998 1698; loga*=:r 3,3469278: 



In 1 
ou 



, — 2/* 4- 35/^/1*— 60 /i* 
« 7 — T7T^ iTTii > — nr = — o , 000 1 1 78 ; 

4/i*(^ — '* )(^ — 4^* ) 



C = 0,991 562; ' — C r=: 0,008438. 



La valeur exacte de i — c est 0,008 452. . . ; on a donc le moyen mouve- 
ment du périgée avec une grande approximation, à ^*- de sa valeur 
<Miviron. 

VI. Il est bon d'approfondir le résultat ci-dessus, dont la précision in<»s- 
pérée est un peu fortuite. 

En effet, les théories plus complètes de la Lune donnent pour expression 
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cinalyliquc de i — c une série ordonnée suivant les puissances de m et de 
6', ^', X et ~ f e' = excentricité de Torbite solaire, ^ = rapport des grands 

axes j; or, notre expression de i~c laisse entièrement de côté c, e', x, 

et — ; on ne doit donc la comparer qu'à la portion de i — c qui ne dépend 

(jue de /n, et qui est fournie par une théorie certaine. M. Hill donne pour 
cette portion 

I — C:= 0,008572. . . ; 

nous avons donc cette portion de i — c à ^ près. 

Pour pénétrer encore plus avant dans le sujet, je vais développer suivant 
les puissances de m la valeur (D') de c, en y remplaçant, bien entendu, a, 
/, n par leurs valeurs (i3). 

Je trouve successivement 

i\!\) a .^— f mM 2 4- //« 4- 24 5 1~ "\ — - 

\ 3 — 8 m -H 4 ''i 

(i5) a --îm«[2 4-//i4-(8-8/?0(i-+--5m-+- V»'-^ W'^»' -+-••• "^l- 
a — — J m*(io-H V ''' H--T^m'-h. . .), 

,iî(/î_4,|î) =:_8(i— f m — fm'H-...), 



a* 



fii(li \n*) — * ^ v ■ ^^ 8 "^ ^^ 3 6 00 '"* -r . . . ; , 

-2^-f-35^^»^6o/^^ ___ .^^,^^ . 

4,ii(/l_,iî)(/i_4,ll)J — 31768 ''* -i-..-, 

(16) C = I - J m»- V/ m»- 'jVr 'w* - "ïïïlF ''«'. 

Voici la valeur exacte des cinq premiers termes de la série, d'après 
Delaunay, 

On voitquelescoefficienls de m^ et de /n^ dans (iG) sont corrects; et Ton 
pouvait répondre a priori que cela devait arriver;) mais, en comparant les 
coefficients de m* et m^ dans (16) et 1 7, on remarque que, si ces coefficients 
ne sont pas les mêmes, ils ne diffèrent pas beaucoup; ainsi. Terreur relative 
du coefficient de f?i* est de ~, et celle du coefficient de m'^ esl de ,^. CVsl à 
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cette circonstance que l'on doit d'avoir trouve' plus haut la précision dôjîi 
très grande do j^. 

Si l'on ne gardait dans la formule (ifi) que les termes en m^ cl m', (fiiî 
sont seuls exacts, on n'aurait i — c q«'h i prfrs. 

Il est important de remarquer qu'il est impossible de trouver, en opci'aiit 
comme nous l'avons fait, les valeurs complètes des coeriicients de m' et m" 
dans (iti); car, dans IV^qualion (G'), la portion i — ^ m" du coefficient de p 
demande à être complélée par des termes en m*, /»', . . ., et de môme pour 
le reste de l'équation. Toutefois, la comparaison des deux valeurs de i — c 
montre que les termes ainsi négligés sont relativement peu importants, de 
telle sorte que l'équation (12) réalise, sous une forme simple, une approxi- 
mation déjà assez grande. 

L'une des grosses difficultés de la tliéorie de la Lune provient du peu de 
convergence des séries développées suivant les puissances de m; cet incon- 
vénient se manifeste surtout dans l'expression de c, formule (17); la conver- 
gence est extrêmement lente, parce que les coefficients des puissances suc- 
cessives de m vont en augmentant et en se compliquant rapidement. Ces 
grands coefficients apparaissent quand on passe de la formule (i \) à la for- 
mule (i5); ils proviennent du développement de la fraction „ _g~ — j—g, 

lequel cstpcu convergent. Il semble qu'il y ait lieu d'éviter ce développement, 
ou de l'améliorer, comme l'ont proposé MM. Ilill et Adams, en posant 

m = ;■ On trouve, en efl'el, dans cette hypollièse, au lieu de (17 ), 

l'expression suivante pour c. 



série beaucoup plus convergente. 

On voit que tous les résultats précédents ont [)u être obtenus sans qu'on 
ait eu besoin de recourir à la théorie des fonctions elliptiques. 

Il nous semble que le mérite principal des travaux récents de M. Gyidén 
est d'avoir montré que l'on peut obtenir une solution déjà très approcliêc 
du mouvement de la Lune, ce qu'on appelle Vorbile intermédiaire, à l'aide 
d'équations difTéronlielles linéaires du second ordre à coefficients pério- 
diques. On peut faire ainsi bénéficier l'Astronomie des progrès importants 
qu'a faits dans ces derniers temps cette branche de l'Analyse mathéma- 
tique. Il est bien remarquable que, dans le Mémoire déjà cité, Lagrange 



D.l4 F. TISSERAND. 

ait été amené, il y a longtemps, à propos des perturbations de Jupiter et de 
Saturne, à une équation, 

d^z dz 

•^ H- 2Asin(A' -^ ^) ^ 4-x;[/i--i-Bcos(A' -+-ô)] = U, 

de même forme que celles que M. Gyldén a retrouvées depuis, par une 
voie différente, dans ses travaux sur l'orbite intermédiaire de la Lune. 



SECONDE PARTIE. 

MÉTHODE DE M. GYLDÉN 



VIII. Reprenons l'équation différentielle (a) sous la forme 

où U est supposé être une fonction connue de v. 

M. Gyldén introduit des fonctions elliptiques de module A ; soitposé, sui- 
vant l'usage, 



^■=i 



K' 

-TCrr- 



r s! \ — A* J7* dx " K 



.4 





La théorie des fonctions elliptiques donne 



, o, , 8 / TT \* / 7 q TtU 27* 271// 37^ 37:// \ 

Y étant une constante que l'on détermine par Tune des formules 

Sq /2K\« 2K 2E, 

(19) l—y = i î, 

(20) y=|_+.(,__27«)(^-^+ _^^+...j. 



SUR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU SECOND ORDRE, ETC. D.l5 

Posons 
(9,1) ^'=rï7''î 



2K 



l'équation (a,) deviendra 



/2KV à}z ( ^ i:u\ ,. 

(vj 5i;^-^-^(«J + ^«icos-^j = u, 

TT IL 

et si Ton porte dans cette formule la valeur de cos -^ tirée de (18), on trou- 



• » 



vera aisément 



* I * 



on posant 

I U,= aa, 5(1 - y») (73^4 cos ^j- -+- y-f-ï cos -^ 

On voit qu'on a modifié le second membre de l'équation différentielle en 
y introduisant, à côté de U, des termes qui contiennent en facteur la fonc- 
tion inconnue z ; ces termes sont, il est vrai, des ordres de y, y^, . . ., c'est- 
à-dire, comme on le verra dans un moment, des ordres de a,, d\^ . . ., donc 
petits. En supprimant d'abord le second membre de (aa), on a une équa- 
tion qui se ramène à Tune des formes de l'équation de Lamé considérées 
par M. Hermite 

(a') -5-^ — 5(2X:*sn'w — A) = 0. 

air 

Il suffit, en effet, de poser 

(21) /j = (a«4_2aiy)^-n-j , 



(22) * 4^ ' ^ a, 

En introduisant les fonctions de Jacobi, et désignant par C, et G^ deux 
constantes arbitraires, l'intégrale générale de l'équation (a') est, d'après 
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M. Ilcrniitc {Sur quelques applications des fonctions elliptiques)^ 

I 5 =1: L«| 4î| -H Lij-3j, 



, OU 1 on a, en faisant i = J ~ i. 

* 0(«) * S{u) 



( £ ) dni(ù'= \Jh — A ^ 

VIII. Pour développer ^,, i^j et, par suite, z en séries trigonomé triques, 
nous partirons d'une formule importante donnée pour la première fois par 
Jacobi, à propos de la rotation des corps solides, en adoptant la forme sous 
laquelle l'a présentée M. Hermite (/oc. cit,y p. 19), 



iTtn 



2K H'(o). H(« + /w) _ '-^ V « " 



7: 6(<û)) B(«) ^ . /tTTw art-t-i JTiK' 



S 






Introduisons dans le second membre p au lieu de «, formule (21); rem- 
plaçons |T- par sa valeur en fonction de q, et posons 

{9.6) —X; 

•2K 

nous trouverons 



n =-»-« 



2K ir(o) {{(u-hîM) . X? ef*'*-^')'»' 



, 21%. n {O) n^u-^ iM) . "^ 



7: B(£&)) 0(w) .^ li±i 



1/1+1 



Faisons encore 

2K e'(£a)) 



( Ti ) |JL zzi I -f- 



TT / ( £ O) ) 



et nous tirerons sans peine des formules (S), (24) et (y]) 



n =-+-06 



,7r 0(_/w) Y g(«^*-H«-ti.)/*- 

n^—mq * e~^ — q * e'' 






d'où, en mettant à part le terme du signe y] qui correspond à /i = — 1 , et 
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faisant des transformations très simples, 



n =-f-9D 

g(l/l-+-ï~JA)/f 



_ n: e(lt^) I y q-e ^>- 



1 1/ *^ 

« =0 



y ^«-1 —LJ !L- e(-j/i-»-i-jj.)iv \ , 



n = J 



Posons maintenant 



(0 



g,m+jg-i). 



ar^sÊ^ =--. <»'=•■ 



et il viendra 



ITT 0(lCi>) 



/I =-t-«B 



U'{o)\g''*e-'^—q^e>) 



g-iixc^ V ijî,_„_,aï-^»e ^ ï«+î-|A)'*' 



n=0 



»=-HaD 



4- 2 Dl, „-,<-' e (-»«^î-H./v j, 



ii-i 



/I =+ CB 






n =-4-«B 



y ifi> „_,aj-i<j-(-«''^-»-l*i"' 



nsl 



Si Ton fait encore 

R H'(o)(7"V'^-'y^eV ^ .^ 

v^ — — — 'C^, • ^ »io*' ^» 

TT 2f0(lOj) 

H. — Fac. de T, D.3 
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on trouvera finalement, pour Tintégrale générale de l'équation (a'), 



n =-f-io 



5=irjoC05(/jLi'-+- ']^) -hr,o 2 i»î>« a7cos(/x^-h'{/-+- 2/ii') 



1 =-f-«B 



4-r<o V i»î)«;,aîCOS(/JLi' 4-î{^ — 2/it»). 



•f- 1 



On retrouve bien pour z une expression de la même forme que celle à la- 
(pielle nous sommes arrivés dans la première Partie de ce Mémoire; les 
formules (^) donnent les expressions générales des coefficients tfe„, et c'est 
un avantage de l'emploi des fonctions elliptiques. 

I\. Il faut maintenant intégrer Térjuation (ûj) avec second membre. 

On part de la solution (F) de Téquation sans second membre, et Ton fait 
varier les constantes arbitraires t^q et 'j». Soit Z l'intégrale générale de (o,^); 
on trouve aisément, par la méthode connue, 

z ayant l'expression (F), et ^ étant exprimé au moyen de cet ensemble de 
l'onnulc^s 

Ç - i (z" Tu, z' ^/r - z' f\},z' (lÀ , 
z' -— cos/jLc -l-^i'''>/i^î cos(|jL H- a/Oi' -+-yiiJÎ>-«flr^ cos(/jL — 2 /*)<', 

m m 

z"— sinjjLT -H^ «•^/trt^ sini /JL -f- 2/i)i' 4-^] iUv^^atï sin(|jL — 2/j)f, 

1 1 

, fl^" n dz' 

i.. -^ — %— w —.-- • 

On tn)uv(»ra sans peine 

[ c — \i.-\''ia^ [|^( >»i>i 4- i'i»-i ) 4- ( OÎ»i — i»î»-i )] 

4- fx(liî>, 4- lH>-,)'4- 2(llli, 4- lil»_j)(»iî»| — llî»_,)] 
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D.K) 



et, en faisant 



(26) 



UjZi: V A/COsV/=: V Ai COS(//i' -h bi) : 



2CÇ = 



2a,cosV,[-L^ + ^ + ..!.Î«î( 



(/) 



|Jl -h 2 -h /| |JL -H 2 — // 
V A/C0S(V/-|-2(') Ilî>,rt,( î y H ^ ) 

2A,cos(V,-a.)[>H..«.(-^-^r^^+j^) 



-4- m», iH>^, a\ ( î j- H î r ) + • • 



Pour les termes A, cos V, de U, qui proviennent de U même, il n'y a pas de 
difficultés dans Inapplication des formules ci-dessus. Considérons ceux qui 
proviennent de U^; il faut d'abord se reporter à l'expression (y) de Uj, que 
Ton peut écrire ainsi 

U,= 2a, 5(1 — 7») (73^^ cos/»i' -+- ^-^ cosGi' -4- . . . j , 
et y remplacer z par sa valeur (F), 



5=:tîoCOs(|xr-f-ij/)-h. . .; 
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nous trouverons, en nous bornant aux termes en a] et remplaçant q par ^a, , 
On pourra maintenant appliquer la formule (/), en la réduisant à 



? = yA,cosV|( ' . H !— ^ ) 



et prenant successivement 

Ai^lalno, V,=:;jLt> -4-^4-4*', //= F -H 4» 

A/=:{aîy)o, V,= ;jLrH-v}; — 4r, /;=:|Lt — 4. 

On pourra aussi faire c = tx = a© ; on trouvera de cette manière 



Ces termes étant de même forme que certains termes de la formule (F), il 
convient de les réunir; on trouve ainsi 

' z — y)oCOS(|Jii' -h 'j») 

-HoJbiflT, r,oCOS(|jLiM-'^-h'2t')-+- Di,2 — Q^( ^ V «ÎTr)oC09</JLr4-^-f-4«') 

^ ^^ ' r I 1 

lil,_tatY]oCOS(/JLr-4-'|— 2i')-i-Ul>-2— » _ r aÎYîoCOS(/JLi' 4-^ — 4 i) 

des termes en a}, ^}, .... 

On tire d'ailleurs des formules (J^), en remplaçant — par ^, avec la même 
précision que ci-dessus, 

( n ) \ 



On calculera ensuite Z par les formules {d) et (/), en ne prenant pour 
A/COsV^ (juo les divers termes périodiques qui figurent dans U même. 
Quant à la quantité a, sa détermination résultera des formules (e) et (y]). 
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X. Pour retrouver jusqu'au bout les formules de la première Partie, il 
ne nous reste donc plus qu'à calculer ift,,, ifc^j, ill)2, ift»_2 et [x en fonction 
explicite de a^ et «i ; nous développerons nos calculs suivant les puissances 
de a,. 

Nous supposerons a© > i . 

En remplaçant dans (e) et (tq) les fonctions ©(/co) et dn/co par leurs 
développements connus et tenant compte de la formule (23), il vient 

. .u — I 2qsitï2i'k — 47*sin4 A-h. . . 

(27) l = rr T j-Tz ) 

' 2 I — 2^C0S2lA -i- 27*COS4«A — . . . 



. ç. v^/i — Ar* I 4- 27COS21X -4- 29r*cos4A-i-. . . 

J^ I — 2^ CCS 2 A -i- 2^* ces 4 A — . . . ' 

les termes écrits nous suffiront. 
Soit posé 

(2Q) -= =^t\ 

on tirera aisément de (19), (21) et (22) 



J'ai développé cette expression suivant les puissances de q^ et j'ai trouvé 

(3i) ^^go-M^g al^l, 

Le terme en q ne figure pas dans ce développement, qui ne contiendra, 
plus généralement, que des puissances paires de çr; on le démontre en chan- 
geant, dans l'expression (3o) de t, y en — q. On sait, d'après la théorie des 
fonctions elliptiques, que 

Ar, k\ K, E| 
se changent respectivement en 

F' V ^*^' F^ 
on en conclut aisément que t ne change pas. 
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M. Hermite, auquel nous avions communiqué ce résultat, a bien voulu 
nous en donner une démonstration très simple et élégante, que nous repro- 
duisons dans une Note placée à la fin du Mémoire. 

La formule (28) donne, en introduisant t, 

,^ . 2«7C0S2A 
(32) T= — i 7-^; 

on en conclut, par la résolution d'une équation du second degré, 



1 — y/i — 4T«gr«(i — 2^*) 
C0S2IA=: -, — ~ ^-^j 

4t^» 

(33) 27COS21X =:T(l-hT'^'H-. . .)» 

d'où 

(34) 2<7sin 2A=: ^T i 4- f t' ; j^*-i-. . . . 

Kn portant ces valeurs de COS2/X et de sin2/X dans la formule (27), préa- 
lablement écrite ainsi 



il vient 



.fX — I .^ I — 47 C0S2fX 

l =2flrsm2lA ^r T— r :r-, 

2 ' I — 27COS2lA-h47 C0S*2lA 



I-f-T , I-4-t' , 
[t.— 4-7 :7 -+- 



Kn remplaçant t par sa valeur (3i), on trouve, îiprès réduction, 

16 



^ — a^-\~ 



^«(i-«î)^'"^"" 



ou, avec la même précision, 



L 4«J(i — «î) J 

La formule 

^,-îX_- CQS21X-1- £sin2 A 

donne, en ayant égard aux expressions (33) et (34) de cos2eX et sin2 A, 

c — — "~ "~r~ • • . j 
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OU bien, en remplaçante par sa valeur (3i), 

a a -ht 



e-»>= '-^ 



• • • • 



«o— I 



Portons cette Vcileur de c~^^ dans les formules (H), et nous trouverons, en 
négligeant g^^ 

III I 



4(1-4- «o) "' ■" 4(1 - «o) '*■" 32(1 -+- ao) '" 32(1 - «o) 

Nous aurons ensuite, en transportant dans (G), 



«1 ... rt' 



z zznQoCOS(fJLr -h^) 

4(H-aro) " ^f^ T 32(i4_û5^)(2_i_«p) " vr- T 

(K) < Cil / I X «î / I r X 

^ -+- 77 :y)nCOS(]Ul('H-'|» — 2r)-f-^— \- r Y)« CCS (]UL T -h d» — 4 *') > 

4(ï — «o) 32(1 — aoU2 — ^o) 



'^ = ''"['-^W(?^] 



Ces formules sont bien identiques, au degré de précision dont nous nous 
contentons, à celles que nous avons rencontrées dans la première Partie. 

Les deux méthodes conduisent au même résultat, ce qui devait être. 
Nous sommes loin de vouloir dire par là que les fonctions elliptiques en 
général, et la théorie de M. Gyldén en particulier, ne soient pas appelées à 
jouer bientôt un rôle important dans le calcul des perturbations. 

Note relatU^e à V expression de la quantité désignée par i 

dans la formule (3o) de la page D.21. 

Nous allons reproduire ici la belle démonstration que M. Hermite a bien 
voulu nous communicjuer pour prouver que l'expression 






+ , + A"-2|.'+/A-' 



est une fonction piiire de q. 
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Si ron introduit la fonction de M. Wcierstrass, 



» • 



on peut écrire 



(I) 



\/<- 


/aKXy 8KJ iKs'k' 

\ T. ) 7t* T. 


\/al- 


/2KA-y 8KJ 2Kv/A' 



TT 



Or on a, d'après Jacobi {Fundamentay § 40), 
(II) 2Kv/Â- ^^ 47' , 47^ ^t 

t: i-\-q^ \-\-q* ï-^q 



11 



ce qui est une fonction paire de q\ il suffit donc de démontrer qu'il en est 

de même de 

8KJ 



JKJ /2KÂY 



Or l'équation de Jacobi 






/« 1 ^ J ®'(^) 



donne, quand on la différentie, et que l'on fait ensuite x = o. 

Mais de la série 

f ) ^^ ' — 2çcos2:r -h 2<7* cos4^ — 27'cos6x H-. . . 

on conclut 

(^^ye^o) =:: 8(7 - 47'^ H- 97' - • . .) =- 47Ï>^®(o). 

En portant cette valeur de 0"(o) dans (HI), il vient 

^=-.yl)Joge(o); 

§ m 
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l'oîi 



K.r _ /y 37=» 



2 --• ,- 



7:* \i — q I — q^ 



I — q^ ) ï — 7 I — q ' — <7 



\i. — q i_y» 1 — ^» 1 — 7» y 

\I — 7* I — 7* \ — q^ I — 7* / 

en remplaçant 0(o) par 

e(o) = [(i-7)(i-7')(i-7M...r('-7')i'-^*)('-V'^)- 
ou bien 

TT* ^ I — 7« ^ I — 7«« * • * 

Kn remarquant que l'on a 



7'* _ 7" 7 



2/» 



H ^ — ^. > 



1 — 7" I — 7»'* I — 7*" 
on peut écrire 

(IV) —^ =2^j^^^-y (,1 = 1,2,3, ...). 

Or on a la formule connue 

(V) (^_My=,62^. (.=.,3.5..... 



On conclut de (IV) et (V) 

8KJ /aK)t\« _ ^-^ «fl»" 






iV/i 



(/i = 1, 2, 3, . . .) ; 



c'est bien une fonction paire de gr, et Ton a finalement, sous une forme 
simple et élégante, 



• — ■ — » \ft — If2yO,...;. 



II. — Fac. de T, D. 
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RECHERCHES COMPLEMENTAIRES 



SUR LE 



DÉVELOPPEMENT DE L4 FONCTION PERTURBATRICE; 



PAR iM. B. BAILLAUD. 



l. Nous avons donne, dans un Mémoire inséré au Tome II des Annales 
de V Observatoire de Toulouse y pour le développement de la fonction per- 
lurbalrice, deux formules distinctes applicables, Tune au cas où les incli- 
naisons sont faibles, l'autre au cas d'inclinaisons quelconques. La seconde 
formule est le résultat de la combinaison de la méthode qui nous a conduit 
à la première avec les principes magistralement développés par M. Tisse- 
rand dans deux Mémoires insérés dans les Annales de U Observatoire de 
Paris, 

Ayant entrepris d'appliquer la seconde formule à la théorie de Pallas, 
nous avons dû, avant d'effectuer le développement, rechercher a priori le 
nombre des termes de chaque ordre. Le résultat de ces études a été publié 
dans un court Mémoire inséré parmi ceux de l'Académie des Sciences de 
Toulouse pour 188G. Il nous a paru depuis qu'il serait utile de généraliser 
les problèmes principaux qui se présentent à cet égard, et en particulier de 
chercher des formules faisant aussi bien connaître le nombre des termes que 
fournirait notre premier développement. Ces problèmes sont l'objet de la 
première Partie du présent travail. Leur étude nous a conduit à diverses 
formules hypergéométriques satisfaisant à une certaine équation récurrente, 
qui paraissent offrir quelque intérêt en elles-mêmes. L'application des ré- 
sultats généraux à nos deux développements de la fonction perturbatrice 
montre bien nettement en quelle mesure chacun d'eux est praticable. 

Dans la seconde Partie, nous rectifions une affirmation inexacte contenue 
dans notre premier Mémoire. Nous avions dit que la transformation fonda- 
mentale, qui nous permet, dans notre second développement, de réduire 

II. — Fac. de T. E. I 
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nolablonieiil le nombre des termes, pourrait, dans certains cas, cesser d'ôtre 
applical)le. Il n'en est rien. Nous montrons ci-après que celte transforma- 
tion est toujours possible dans le système solaire. 



►**«♦• 
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2. Désig^nant par ^,, ^o, ..., P^,; 9,, 9.^, ..., 9^ des nombres entiers et 
positifs satisfaisant à la relation 

par [î',, ^.j, . . ., ^^; 9',, 9!^, . . ., 9' des nombres entiers, positifs ou négatifs, 
respectivement de même parité que les précédents, et ne les dépassant pas 
en valeur absolue, nous nous proposons de trouver : 

i*' Le nombre A,;, des groupes j3,, ^o, . . ., p^; 9,, 92, . . ., 9^; 

2^ Le nombre \i,„ des groupes p,, %, . . ., P^; 9,, 9^, . . ., 9^; p',, p',, . . ., 

3" Le nombre C^, des groupes ^\, p',, . . ., jî'^; 9',, 9,, . • ., 9;^. 

Xous aurons besoin, dans la solution de ces problèmes, d'une transforma- 
tion de la fonction hypergéométrique, due à Euler, que nous allons d^abord 
étudier en raison de ce que le troisième élément est entier et négatif. 

3. C.etle transformation est la suivante : 

( I ) V{y., ,5, -/, ./•) = (i — jL'Y^vlx, y — ,3, y, j^V 

Nous allons recherclu'r dans quelles circonstances elle est applicable au cas 
où Y est entier et négatif. 

I/un des nom])res a ou fl doit être entier et négatif, sans quoi les deux 
fonctions n'auraient aucun sens. Si a n'était pas entier et négatif, la pre- 
mière fonction serait entière en ,r, la seconde ne le serait pas; les deux 
fonctions ne seraient donc pas identiques. 

Soient donc 



Si a' était moindre que 7', Jî devait être entier et négatif pour que la pre- 



UECIIEUCHES COMPLÉMENTAinES SUR LE DÉVELOPPEMENT, ETC. E.3 

mière fonction eût un sens, et, si l'on pose 

? = -?'. 

[i' devrait être moindre que y'. Dans ces conditions, on reconnaît immédia- 
tement que le second membre de l'identité (i) s'annulerait pour x =z \ ^ et 
(jue cela n'aurait pas lieu pour le premier; les deux membres ne seraient 
donc pas identiques. 
Soit maintenant 

Le second membre est entier en a?; si on l'ordonne suivant les puissances 
de Xj le coefficient de .r^ est 

(2) — — T ^(-^sy-?,/, 0, . 

A* ne dépassant pas a' et étant, par suite, moindre que y'? cette fonction a 
toujours un sens. 

Or la dérivée d'ordre A' de 

pour x = I est égale à 

/(/-i)...(/-Ar-f-i)F(-Â-,y-?,y,i) 
et à 

Donc 

d'où il suit que le coefficient (2) est le même que le coefficient de x^ dans 
le premier membre de (i). Les deux fonctions sont donc identiques, cjuels 
que soient j3 et x. 

Si a' était égal à y', la fonction F(a, p, y, x) aurait besoin d'être précisée. 
Que si l'on convenait de la limiter au terme en a;*', les conclusions précé- 
dentes s'appliqueraient encore. Ce sera le cas dans les applications que 
nous ferons plus loin; mais, au point de vue purement algébrique, celte 
convention est arbitraire. 

4. Ce lemme nous servira à transformer très simplement les expressions 
que nous allons obtenir pour solutions des problèmes (i) et (2). Ces solu- 



' I 
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lions, ainsi que celle du problème (3), résultent sans elTort de la considé- 
ration suivante due à Euler, et sur laquelle mon attention a été attirée par 
M. Jules Tannery. 

Le nombre il^ est le coefficient de x"* dans le produit 

ou dans le développement de 



(I ~-JL')f'^'^(i H- a-)'/ 



m une série procédant suivant la puissance de x. 

En observant cju'à une valeur ^/^ correspondent ^ -f- 1 valeurs de p^, ou 
voit de même que le nombre B,„ est le coefficient de a;"' dans le produit 

ou dans U) développement de 

1 

(le sorte que la solution du second [)roblème s'obtiendra en remplaçant p 
par .>./) et q par 2.q dans le premier. 
]■ Enfin la solution du troisième problème est le coefficient de x*" dans 

ou dans le développement de 






développement qui a des formes diverses suivant que p est plus grand (jue 
y, égal ou inférieur à q, mais dont la recberche se ramène dans tous les cas 
aux précédents. 

Nous nous occuperons d'abord du premier problème pour en donner la 
solution complète, d'où la solution des deux suivants résultera immédiare- 
ment. 

5. Soit A,„ le nombre cherché. On forme aisément une équation récur- 
n'ule à laquelle A,„ doit satisfaire. Si, en eflet, on pose 
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croù 

on obtient, en diflerentiant m — i fois et faisant a; = o, 

.<"' — /> Jo""*'— (''i — 0('W H-/? 4- 2<7 — 2)7;"-* = 0. 

Or 

/ï'==A,„.i.2.3...m; 

d'où 

(3) /WA;;, — /?A;;|-,— (/n-+-/?-+-2^ — 2)A;„_,= 0. 

Si l'on remplace m par m-\-i et par m 4- 2, et qu'on élimine entre les 
trois équations A,;,^, et h^^^^ on trouve une équation qui peut s'écrire des 
f|uatre manières suivantes : 

{m -hi)(/nH-2)A,„-n 

— [m{m -+-/? -h 27 — i) 4- (m 4- i)(m -^ p -\- 2</)] A,„ 
-+- {m -\- p-\- 27 — i)(m -f-p-h 27 — 2)A,;,-i=:/>2A;;,, 

(m -M)(W4-2)A,„^, 

— [(m — i)(/w -f-yo-4- 27 — i) -+- (/in-2)(/in-/?-h2<7)]A,„ 

-+- {m -hp'h2q^i){m -{-p -h 27 — 2) A,„-,=i (/>'— i')A,;„ 

(/?l-hl)(/«-h2)A,„_H, 

— [(m -+- 2) (m -h/? -i- 2 7 -f- 1 ) -h (/Il — i) (m -h /? H- 2 7 — 2)] A;;, 

-+- {m -r/> 4- 27 — i)(m -+-/?-+- 27 — 2) A,„_,=: (/>'— 2-) A,„, 

(m-+-i)(m-+-2)A;;,^., 

— [(/w-+-i)(/n-i-/?-l-27-+-i) -H /M (m 4-/? H- 27 — 2)] A;;, 

H- (m -+- p H- 27 — i)(m -h/? -h 27 — 2) A;;,_, = (/->'— i') A,„. 

(^es quatre formules nous serviront à démontrer l'exactitude de l'expres- 
sion qui représente la solution de notre problème; pour la recherche de ce 
résultat, il est plus simple de procéder comme il suit. 

6. La décomposition en fractions simples permet d'écrire la fonction 



(4) 



SOUS la forme 

En appliquant ensuite la formule du binôme à chacun des termes, on 
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trouva, pour le coefficient de j;"*, Texpresslon 

__ (/> -h 7)(/^ + 7 -f-i). . .(y? -f- 37 — 2) 1 p 
^^'"^ 1.2... (7-1) 2^-.,^-i*/«» 

où 

^m = F[m H- I , — (/^ -^ 7 — i), — {p H- 27 — 2), 2] 

± F[m -4- I, — (7 — 0, — (/' -^- 27 — 2), 2], 

F(a, p, Y, .i') désignant comme ci-dessus la fonction hypergéométrique de 
Gauss. L(» signe supérieur convient au cas où m est pair, le signe inférieur 
au cas où m est impair. Nous allons appliquer à 1\, les résultats obtenus 
au n" 3. 

7. D'après ce numéro, si l'on remplace, dans les deux termes de P^, m 
par un nombre entier et négatif |jl dont la v.ileur absolue ne dépasse pas 
p -h '2q — 1 j on a 

F[^ -h I, — (/> -h 7 — i), — (/> -^ 27 — 2), 2] 

— (_ 1)11 + 1 F[|:x -+- I, — (7 — 1), — (/> -h 2 7 — 2), 2]. 

11 s'ensuit que, si tx est pair, les deux fonctions sont égales et de signes con- 
traires, et V,n est nul si m est pair; si, au contraire, a est impair, les deux 
jj fondions sont égales, et P„, est nul si m est impair. Va\ outre, dans le cas 

où m est pair, 1^;, est h) double de cbacunc des fonctions pour les valeurs 
impaires de ui, et, si /;/ est impair, P,„, pour fcs valeurs paires de |jl, est double 
de la première ou égal au doul)le de la seconde cliangée de signe; de sorte 
que, si m est [)air, on a 



I 



I' 



1 

}'! 
I 



t 



P,„ =1 (//i -f- '2)(ni -^ ^). . .(m -h p -^ '.if/ — .i)Q,H si p est pair 

I (5) . ou 

■ p^^j— (/n -^ 2)(m + 4)- • •('" -H/^ H- *'7 — i)Q/;i si /> est impair, 

iî Q/n étant un polynôme du degié f dans le premier cas, du degré ^ "" ' dans 

II "^ " 

Y le second cas; et, pour les valeurs suivaules de m 

li; 

i:' 

\'- — I, — 3, —■),.,.,— (/>-i- 27 — 1) (/> pair) 

ou 

— I, — J, — .">, . . ., - [p -f~ ir/ - i ) (p impair), 

P,„ est égal à deux fois la fonction 
j ( ^) ) *l* -- F [ m -I - 1 , — (7 — i), — ( /> -f o y — 'j ), 2 ]. 
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Si, au contraire, m est impair, 

j p,^^— (/72 -M)(m 4-3). . .(m -i-/>-+- 27— i)0;„ (/? pair), 
( P,„= (m -M)(m -4- 3). . .(m -hyo -h 27 — 2)Q,„ (/? impair), 

Q,„ est du degré ^~ dans le premier cas, du degré — dans le second, 

et, pour les valeurs suivantes de m 

— 2, —4, . -, — (/>-^27 — 2) (/? pair), 

— 2, —4, • •, —(/>-+- 27— i) (/> impair), 

— P,„ est égal à deux fois la fonction <I>. 

Pour les valeurs les plus simples de /?, ces considérations donnent sans 
eflbrt l'expression de P,;,. Mous ferons successivement j9 = o, /^ = i , /> = 2, 
p = 3. Les résultats obtenus dans ces deux derniers cas nous mettront sur 
la voie du procédé ([ui donne le résultat dans le cas général. 

8 (A). Soient/? =0 et m pair. Q,;, est une constante; si l'on fait m = — i , 
^ est égale à 1, donc P„, doit être égal à 2; il s'ensuit que 

_ {m -{'2){m -h f\). . .(ni -h 9.q — 2) 

1 . 3 ... 2 7 — 3 

(roù 

_ (//i -+- 2 ) ( m -h 4 ) • • • (^'i -+- ^ 7 — 2) ^ 



A — 



m 



2 . 4 ... 2 7 — 2 



si m est impair, P^ est nul. 

(B). Soit /? = I, Q,n est encore une constante. Il s'ensuit que, si m est 
|)air, 

p __ ( /?l -h 2 ) ( //î -I- 4 ) . • . ( /'i -H 2 7 ) 

•ï III -o 



4 — 



I . 3 ... 2 7 — I 

( //l -^ 2 ) ( //? -4- 4 ) • • • ( '^ï -+- 2 7 ) 



2 . 4 ... 2 7 

cl, si m est impair, 



p _ ( /;i -h I ) ( //i 4- 3 ) . . . ( w 4- 2 7 — I ) 

I . 3 ... 2 7 — I 

( /;; H- I ) ( /;i -i- 3 ) . . . ( //? -h 2 7 — I ) 

^'\ II» — 



m 



2.4. . .27 



de sorte que, dans le cas de /? = i, A,„ est le même pour une valeur paire 
de m et pour le nombre impair immédiatement supérieur. 
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(()), Soit p =2. Si m est pair, Q„ est du premior degré; la cunsidcra- 
lion des valeurs que prend F„ pour m = — i et pour m = — ii fait con- 
iiaili-e (X„. On trouve ainsi 



4.t>...(a7 + ?) 
Si ui est impair, Q™ est une constante; on ti-ouve 

„ _a (,»+ n(m + 3)...(/» + a 7 + i) 

^ ^ (;>, + 0(m+3)...(/H H '^y + i) 
4.6-..(!iy+a) 

l>"iuli'o(lnction du facteur q-\-m-k-i ipil, dans le cas de /«pair, vient 
prendre place exactement an milieu des autres facteure du numérateur 
de Pm, l'ésullc d'une relation simple entre des séries Iiypergéométricjnes ; en 
cllel, cm a, i)Oury> = 2 et m = — (y + ')' 

l'„,^Ft-7,-(7 + i),~37,a] + F[-y,-(y-.}, -ay, ■.]. 
Or la relation connue 



donne ici 



y K ( «. 13. -/, j- ) - y t ' - ■'■ ) r ( a + 1 . 3 + 1 , y. ^- ) 



Mais ces considérations ne peuvent être généralisées. 

(D). Soil/> = '^. Si m est pair, (^„ est du premier dc^gré, et Ton trouve 
par la méthode générale 



!'„,= 



( m + a ) ( m + .', y.Jm + 'u/ -h aj [\,n+'^ -i-a-/J 
r.3.-5."..(ay + .) ' ,/ 



Si m fsl impair, Q„, est encore du premier degré et Von trouve 

^-= """'":r ^ ':".î"'"" («-/->-v..^»). 
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L'examen attentif des valeurs de Q,„ pour p = 2cip = 3 suggère pour le 
cas général la marche suivante. 

9. Si m est pair, on posera 

Q,„ zi:a4-(3(/;i -4-i) -4-y(/7H-i) (m 4-3) 4-d(//i 4- i) (m -f-3)(//n-5) -f-. . ., 
et si m est impair 

Q,„=: a4-3(m-f-2) -+-y(/w -h2)(w -+-4)-+-*('w -H 2)(/7i 4-4) (/^i-f-6) 4- 

Les considérations indiquées au n** 7 et appliquées au n*^ 8 donnent suc- 
cessivement les valeurs de a, p, y, — On trouve ainsi les résultats sui- 
vants : 

r* F)i pair, p pair, 



ou 



_ (m -h 2) (m -h i) . . .(m -^ p -h 2q — 2) 
*^'"~ 1.3... (y; 4- 27 -3) ^"" 



/?' m 4-1 yo'(/>*--2*) (m 4-1) (m 4- 3) 



p-^2q — 2 1.2 (p-^^^I — 2)(/74-2<7 — 4) 1.2.3.4 

/>«(/>«- 2') (/?'- 4') (m4-i)(m4-3)(m4-5) 

(/>4-2<7 — 2)(p-h2q — f^){p -^2q — 6) 1.2.3.4.5.6 



2^ m pair, p impair 



_^ (m4-2)(m4-4)»..(/y^ + /?4-2(y — 1) ^^^^ 
^'"-^ I.3...(/>4-27-2) ^'«' 



ou 



ou 



0'*)=z,4- />'-!' /n4-i ^ (/>^- !')(/>'- 3») (/ll4-l)(//l4-3) 

'* /?4-2ç — 3 1.2 (/?4- 27 — 3) (/? 4-2<7 — 5) 1.2.3.4 

i^ m impair, p pair, 

p __ 2p (m 4- i) (m 4- 3)... (/;t 4- y? 4-27—1) 
'"■" P-+-27-2 ,.3...(/?4-27-3) ^'« ' 

0(3) - , ^ (m4-2)(/>«^2«) (m4-2)(m4-4)(;^'-2^)(/>'-4') . 
^'" — 2.3(/?4-27 — 4) "^ 2.3.4.5 (/> 4- 27 — 4) (p -h 27 — 6) ■^••* 

4" m impair, p impair, 

_ 2/> (m4-i)(m4-3)...(w4-/>4-27 — 2) ^(^, 

*'"■"/? 4-27- 2 j.3...(p4-27-4) . "" 

I. — Fac. de T. E.2 



il 



.Il 

II 



I, 
» 

.i. 



Il* 



j. ' 



' r ! 
Il 



I. 



i*. 
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où 






10. Oïl conclul (le là, pour A,,,, les valeurs suivantes : 



ij , ( m -*.- 1 ) ( /// 4- 4 ) . . . ( /// -T- /? -i- '.? 7 — 2 ) 



,^i ' _'. .' * 



-h 2 ) . . . ( 2/> -h 2 7 — 2 ) 



q;„, 



. , _ ( /// -f- 2 ) ( m -h^\ ) . . . < ni -h /> -i- 2 7_~ I ) ^{,, 

'" ' 2 . 4 . . . ( 2 7 — 2 y ( /> -{- 2 // — I ) (/; -î- 2 7 H- I ) . . . ( 2/^ -h 2 7 — 2 ) '" * 
, ( /// 4- l) I /w -h 3). . .(/// -i-/r-l- 27 — l) p., 



2. '|. . .(27 — 2)(/>-f- 27^/^ -+- 27 -r- 2). . .(2/>-{- 27— 2) (/> -h 27 — a) 

. j _ r /// -+- I H //? H- 3 ) . . . ( /// f- /> -*- 2 7 — 2 ) /? ^ , 

'" ' 2 . '1 . . . ( •>. 7 - - 2 ) ( /> -f- 2 7 — I ) ( /; 4- 2 7 -i- I ) . . . (. 2/> -1-27 — 2) '" ' 



II. La déiiionslraliou coinplrle dt; ces formules repose sur réquation 
I r«»currenle (3), ou sur les iMpialions ( \ ) auxquc^Ues elles satisfont. 

La vérilîcalion de ré([ualioii (3) est inimcdiale; une simple soustraction 
montre que 



si /// dp sont |)airs. 

Si /// («si [)air cl /) l'sL impair, on a 



/// \ ;„ — ( m 4- /f H 2 fj — >.) AJ, j -- v.) ( /// \- ». ) ( /// -h i ) . . . ( /// f- /' +- 2 7 — 3 ) 



,< I (/// i-/> H- :>. 7 — I ) 0;,,- ( '// H-/? 4- 27 — 2) Q% al. 



('<; (Icîrnier croclK.'l i»st 



Y^ I />^ — I - ) (7>^ -.)■)... ' //- — « f — I ) { /// -f- I ) ( m 4- 3 ) . . . (/;i 4- 2 / — 3) 

j^ ( /' -\- 2 7 — 3 ) ( /> 4- < 7 — ■>)...< /> 4- < 7 — 2 / — I ) 1.2.3... 2 1 

X r ( //^ 4- 2 f — I ) ( m -h p - !- 2 7 — i ) - 1 /// — ni m 4- /' 4- 2 7 — 2 ) ] . 

La d(»rni('*n* par(Milhrs(* est 

( 2 / i - 1 ) ( /// 4- 2 / -- 1 ) -i- 2 / 1 /) 4- >. 7 — 2 / — I ), 

(Ml diMlouhlant le terme et groupant la s(*conde parlie de ce terme avec la 
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proniière du précédent correspondant à / — i, on trouve 
ip^—i^ )...{p-—2i—3') (m-hi)(/y»-f-3)...(2/— 3) r . / _ , N />^ — rr^^ 1 

{p-{- 2f/-- 6). . .(p-h2f/ — 21 -i-l) 1.2.3 (21—2) \}^^ '^"^ 21 — I ) 

ce qui est le terme général de A^.,. 
Soient m impair eip pair : 

mkl — {m 4-/? -¥- 2q— 2)AJ._a 

= ^(/w-hi)(m4-3)...(m-f-p-h27— 3) ^ x II, 



ou 



/> -h 2 <7 — 2 

H = Qm n^{ni 4- /? -h 27 — i) — (m — I) {,n-\-p-\- 2q — 2) QJ,,^ 

^ (^* — 2') . . . (/?' — 2 f* ) m ( m -h 2 ) . . . ( /n 4- 2 e — 2 ) 

""-lii 2.3.(2f-hi)(/>4-27 — 4)...(/?-h27-~2/ — 2) 

X [(m-h 2i*)(m-+-/?-h 27— i) — (/;i — i) (w 4-y? 4- 2<7 — 2)]; 



ce crochet est 



(m4-2/)(2/4-2)4-(2i4-l)(/?4-27 — 2/— 2); 



en groupant la deuxième partie de ce terme avec la première du précédent, 
on trouve 



(/>' — 2'). . .(/?' — 2/ — 2 ) m (m 4- 2) — (m 4- 2/ — 2) 
2.3.(2f — i)(/?4-27 — 4)---(/^-+-27 — 2f) 



[..li^^] 



ce qui est le terme général de/?A,î,_,. 
Soient enfin m impair et p impair : 

m A*, — ( w 4- /? 4- 2 7 — 2 ) A J,_, 

== ^ ('w 4- 1) (m 4- 3). . .(m 4-/> 4- 27 — 2) [/nQi,— (m — i)Q*._J. . 

Il suffit d'écrire ce dernier crochet ainsi : 

pour s'assurer de l'identité à démontrer. 

Il n'est pas plus difficile de vérifier directement que les quatre fonctions 
A,;j satisfont à l'équation récurrente (4); il suffit d'utiliser à cet effet, dans 
les quatre cas particuliers,, les quatre formes de cette équation; si/? est 
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pair, A^,^ct A;*, sont des solutions de celle équation (4); si p est impair, 
AJ;, et A*^; on a donc l'inléj^^ralion coniplùle de Têquation (4), intégration 
qu'il ne paraît pas aisé d'obtenir direclenienl. 

12. Si Ton obtient directement A,;,, <m aura des identités algébriques in- 
téressâmes. 

Soit, par exemple, w— o, ce qui donne évidemment A,„ = i. On ob- 
lient alors : 

Si p est pair, 

(p -\- 07) (p -h r^fj 4- 'x). . .(ip H- 2// — ?.) 
3 <7 ( 2 <7 -+- 2 ) . . . (yy -h 2 7 — 2 ) 

p^ I pt(^pt_^i) , 



: I 



p-^'Xq—'l 2 (/> -h 27— 2) (/>-h 27 — 4) 2.4 

Si p est impair, 

{p + 2 7-+- 1) { p -\-ifj -f- 3 ) . . . ( 2/? 4- 2 7 — 2 ) 
27(274-2). ..(/>4-27 — 3) 

— I -+- r» — -h 



p -\-iq— 3 2 (/> -r 2 7 — 3 ) (/^ 4- 2 7 — 5 ) 2.4 

Si Ton fait /// = 1 , ce qui donne» aussi A,„ = />, on trouve : 
Si p osl pair, 

( /> -h 2 7 -h 2 ) (/> -h 2 7 4- 4 ). • »(2/> + 27 — 2 ) 
27(27 -h 2 )...(/> 4- 27 — 4) 

/>=^ — 2« I (^,2_2«)(/>»-4M I 



-^ ' -+- r-^.-T-^ 7 - ^ 



/y 4- 27— 4 2 (/>-!- 27— 4) (/> 4- 27 — 6) 2.4 

Si p est impair, 

(/> "i- > 7 4- I ) {p 4-274-3).. .(2/? 4-27 — •>. ) 

2 7 ( 2 7 4- 2 )...(/> 4- 2 7 — 3 ) 

/>' — I* 1 (/>'—!*)(/>'- 3^) I 



t • • ■ 



p 4- 27 — 3 2 (p 4- 27 — 3) {p 4- :î7 — 5) ^.4 

Les seconds membres sont des séries by[)ergéomélriques de Clauss. 

13. Les résultais obtenus au n° 10 donnent la solution complète de notre 
premier problème, et, <»n remplaçant dans la première et la troisième for- 
mule p par 2p et y par 2<jr, celle du second. 



UFXnERCHES COMPLÉMENTAIRES SUR LE DÉVELOPPEMENT, ETC. E. 1 3 

A regard du troisième, il y a lieu d'examiner successivement les cas où p 
est plus grand que q^ moindre que q ou égal à q. 

Ce dernier cas est le plus simple : le nombre cherché est le coeflîcienl 
de x'" dans le développement de 

(î — x)«^ ' 

c'est 

[( 7/1 4- I ) ( w -h 2 ) . . . ( m -h 2/> — I ) -h - {m — I ) m . . . ( /?i -h 2/? — 3 ) 

• '^^'^""'^.(m — 3)...(m-|- 2/?-5)-f-. ..]. 



I .2 



C'est un polynôme entier en m, du degré 2/) — i . 

Soit en second lieu p^ q\ il faut trouver le coefficient de oc"' dans 

Cherchons d'abord celui H,„ de 7^ — ,„^^ > 

"'— ..^...A?-! [("» + ') (/>» + »)• ••(/»+/> + 7-.) 

-h ^- ^ /w(/?i-hi)...(/n-h/>-h7 — 2) 

^ (/? — 7)(p — y — 1) (^_j)^j (^_^^^^__3)_^ 

Le nombre cherché est visiblement 

H -u ^ H ■ 7(7 — u . 

I 1.2 

Soit enfin/) <iq\ il faut trouver le coefficient de a;'" dans 

(i— jr)^-»-^(i-4-j7)^-''* 

Si l'on pose 



le nombre cherché sera 

K ^^K . 7(7-0 K -»- 



I .2 
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<^)iiaiit à K„, il est visîbloiiicnl égal à la valeur que prend A„si Ton y rem- 
place q par q — p q\. p par ip. 

.Nous donnons ci-après Tapplicalion des formules générales à nos deux 
développements de la fonction perturbatrice obtenus dans le Mémoire cité. 

Le nombre des coefficients distincts est dans le premier (^ = 2, y = 4)j 

m f /;/ -h ^>. )...(/// -f- 8 ) (///-+- n H A/i -f- .V) ...(/;* -h 8 ^ , . . 

""-'■'- ' 4:0.8.10 '-— — MT6.8 <'»P»"'>' 

( m -t- i) (/;i -h 3). . .(//? -+- 7^ , . . . 

V.,-- - - '-7r« 7". (m impair). 

.|.o.o. 10 

Désignant par -i,/» lî* somme A,„-h A,„_2-h A,„^i -h . . . , c'est-à-dire le 
nombre des coefficients dont Tordre ne dépasse pas w.en restant de même 
pîirilé, on a immédiatement 

X,n— / ,- \ -, — ^^ {m pan'). 

( /;i -h i) ( /w -h 3 ) . . . ( /;i -h I . . . v 

*l,;i y .. ^- {m mipair). 

4 . . . . 1*2 

Dans l'application de la seconde formule (p = 2, q = '2)^ on trouve 

( /// -t- '2 ) (m -f- 3 ) f m -h f\ ) 
\„, - - - — ^, 

} (iw pair), 

/7i ( //2 -h 2 ) . . . ( /;i -H 6 ) ( 771 -h 2 ") ( /;i 4- 4 ) ( '^ï -♦- 6 ) 



' (m impair), 



4.6.8 2 . 4 . (> 



( /?! 4- I ) ( /" -h 3 ) ( /w -h 5 ) 



m- .^, 



(m -^ i) i m -+- 3 ) ( /// -f- 5 > { /?i -i- - ) 



Le nombre tolal B,„ des termes d'ordre //?, et le nombre ifb;„ des termes 
(lonl Tordre, de même parité que //z, ne dépasse pas w, sont pour la pre- 
mière fornmle 

, o '" < '" 4- :0 . . . 1 /// -f- '>o ^ ( //î H- 2 Hy -f- 4 ) . • . ( '" -'- ï 8 ) . 

2.4. . .21 2.4. . . 18 f 

) {m pair), 
m(/)i -h n). . .{ m -+- 22 ) (/« -^ •> )...(//?-»- 20) 






2.4... 20 



-^ fc. 
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i> _ Q (''* — 0('^^-l- O'-C'^i-t-^O) , , (/M-M)(mH-3).. .(m-hiQ) \ 

l^^^^ — O \- i\ J 

2.4. . .22 2 .4. . -20 f 

/ (//M m pair), 

(m — 1). . .(m -h 21) , (m-|-i)(/w-i-3). . .(m-h'21) 
1)J>,„=: 8 — -h 4 1 — y 

2>£|.<*'.{tl|. ^•i^...22 

Cl pour la seconde formule 

^ m{m -h 2) .. .(m -h 12) {m -4- 2)(m -\- ^) . . .(m -{- 10) 

2 . 4 ... 1 4 2 . 4 ... 1 o 

} (/M pair); 
o /n(m -+- 2). . .(m -h i4) (m 4- 2) (m -+- 4)- ..(/?* 4- 12) \ 

2 . 4 ... 1 2 . 4 ... 1 2 / 

(a/i -4- i)(m -+-3)(/w-h5)(/n4-6)(/w -+-7)(/n-h9)(/;i-hii) 



2 . 4 ... 1 4 



(//Mmpair). 

.1 o (m-f- i)(m-f-3)(w -h5)(m4-7)*(m-f-o)(/7i-l- ii)(/??-l- i3) 



m 



2.4...!^ 



Pour le nombre des arguments, dans le cas de la première formule, il 
est, à partir de m = 8, 

K,„ étant ce que devient C„, quand on y remplace p par 4 et çr par 2. 
On trouve, pour m pair, 

Q /Il ( /7i -+- 2). . .(m 4- 8) (m 4- 2) (m 4- 4) ('^î 4-6) 
2.4. . . 10 2.4.0 

Cette valeur de K,„ s'annulant pour les valeurs — 2, — 4? — 6, la valeur de 
C,„ est encore exacte pour m = 2, 4^ 6. On obtient 

p _ /w(//i*4- 3o/n*4- io4) 
^'"- 3^ ' 

(jui, pour m = o, doit être remplacée par i . La somme des valeurs de (],„ 
pour m = o, 2, 4? . . M ^ est 



^ /n(m 4- 2)(m^ 4- 4^^*'-+- 47 ''i^H- 86m 4- 3i2) 






• • 



Dans le cas de m impair, on trouve 



^ ___ (m4-i)(m4-3)(m4-4)(^' + ^)(^-+-7 ) 
'""" 6.8.10 



l/expression C,„ donnée plus haut est encore valable pour m = 7, 5, 3, i , 
en raison de ce que K„ s^annulc pour m = — i , — 3, — 5, — 7, el l'on a 



'"m: 



. '»("> 



h3om 



3o 



H 89) 



et la somme totale pour m = 1 , 3, .... m est 



3tra 



l'our la seconde formule, on a 



dont l'intégrale est 






Le Tableau suivant donne les valeurs des nombres A„, Ii„, C„, a.„, *„, 
£,„ pour les valeurs paires et pour les valeurs impaires de m jusqu'à m ^ ï 5 
et pour les deux formules ; 

Prcmièrv fiirniii/r. 



7'^ 



9*4 
i58j 



84j 


K114 


496 


62S 


J6ï7 


4611 


■63. 


3.57 


■m'- 


17563 


4368 


6635 


îosi» 


57513 


looGj 


16689 


o«8 


167960 


.0730 


37(09 


5c. 


4 
5C 


4 
44 


4 
48 


î6o 


416 


ii4 


.92 


1708 


.184 


9.4 


I.IC 


dji.e 


9100 


.7.4 


3940 


2193, 


3io3* 


673. 


10673 


86970 


9900» 


■ 4O1. 


25.84 


6800 


.75808 


j»73. 


54016 
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La deuxième formule donne le Tableau suivant : 



K. 1 7 



m. 


c«. 




B„.. 


»«>.. 


^«1* 


'-^'m- 


o 


1 


1 


I 


1 


I 


1 


•>. 


1*2 


i3 


14 


i5 


> 


6 


4 


06 


69 . 


8> 


100 


lî 


20 


(*> 


i6i 


233 


344 


4 II 


3o 


5o 


H 


368 


601 


1086 


i53o 


» m 


io5 


lo 


700 


i3oi 


2892 


44^2 


91 


196 


12 


1191 


2493 


6798 


11220 


i4o 


336 


II 


1876 


4369 


I {520 


25740 


204 


5^0 


I 


4 


4 


4 


4 


2 


2 


3 


28 


32 


36 


40 


8 


lo 


5 


100 


l32 


176 


216 


20 


3o 


7 


252 


384 


624 


84o 


40 


70 


9 


5i6 


900 


1800 


26 4 


7" 


i4<> 


1 1 


92i 


1824 


4488 


7128 


1 12 


252 


i3 


i5o8 


3332 


1 oo32 


17160 


168 


420 




23oo 


5632 


20592 


37752 


2{o 


660 



Pour les huit premiers ordres, on a, par la deuxième formule, 



1*1, par la première, 



175 coefficients, 
985 arguments, 
2870 termes 

462 coefficients, 
3472 arguments, 
5395 termes. 



l^our les quinze premiers ordres qu'il faudrait envisager si l'on voulait 
obtenir le développement de la grande inégalité de Pallas, on a, par la 
deuxième formule, 1200 coefficients, 10 001 arguments et 63492 termes et, 
par la première, 6072 coefficients, 914^4 arguments et 44^768 termes cor- 
respondant à la seule valeur y = o. 

Ces résultats montrent bien l'importance de la transformation qui permet 
d'obtenir le second développement; nous allons montrer qu'elle est toujours 
possible dans le système solaire. 
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E.3 



DEUXIÈME PARTIE. 



2. La transforma lion indiquée au n" 14 de notre premier Mémoire con- 
siste à poser 



rappel 



'i cos*-C08(II'— H) = aaa, cos' (/co8(D + H), 



a\ cos»- sin(ir— H) — rfsin(D + H), 



, sill* — C03(K'— K) ;: 



, sin' d, sin ( I), -h K ), 



En posant, pour abréger, 



a', siii'-sin(K'— K) = rf,aiii(D,+ K). 



Ions d'ailleurs les définitions des quantités c, d, D, d,, D,. 





I- 


-vT 


-' 


= 7. 






:- 


vT 


— e 


= i. 




-v 


— e 


W~ 


^ 


= ?. 






p 


= y 


(-S 


—/à 




A = 


cos' 


i cos II 


+■ si ri 


-cosK 



11!. = cos'-cosll — sin'- cos K, 



(e = cos'- sin II — sin*- sinK, 
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on a 

cosD = (3ul>, 



aa 



sinD =— yC — 3(D, 






cosDi = -- ôlJb, 



aa 






3. Les équations (2) déterminent toujours, comme on sait, des valeurs 
positives de 

J' J' 

2 a' a', cos'— ) 2a'a\ sin' — 



a • 2 



et des valeurs réelles de 

H'- H, K'-K. 

On en conclura pour ia' d^ et J' des valeurs positives. 
Ayant 

'xa' a\ = m, 

on voit de suite que la condition nécessaire et suffisante, pour que Ton ob- 
tienne pour a' et a, des valeurs positives, est 

( 3 ) a^-\- a\-\-c — /n > o. 

4. On a, par les équations (2), 

J' J J 

(4) 4a'*a',* ces*— =4û'«îcos* 4««|C0S*-^ cos(I) -h H) -ht/*, 

A A ^ 

5' J J 

(5) ^a'^a* sin*— =if^a*a] sin* 4««i sin*-t/, cos(D|-+-K) -h d\; 

A ^ A 

nous allons y remplacer rfcosD, rfsinD, rf, cosD,, rf, sinD, parleurs valeurs; 
on voit aisément que Téquation (5) se déduira de Téquation (4) en rempla- 

çanl H par K et K par H, cos^ - par sin^ - et vice versa cos^ - par sin' - • 



I ■ 
.1 



1 ■ 



1 
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On ohlieiil, par siiii|ile subslitulion, 



4 ^ * cos* - = ^-^ ^ '- cos* - -h i- -^ sin* - 

•#1/^3 rk r» n rk O 



frn\ 111 



-h — (2 — y)(2 — ô)(cos*- cosall -f-sin^-cosaK J 



o 



ri 



7(2— o)[(i — y)«4- 1] siii» J cos(ll — K) 

•T 

-^7(2- •/)[(! — 5)*^- i] siii^J cos(ïF -i- K) 



I —,-7- siii^ - ~ - — ^ ^ L L sin* - -h -^ cos* - 

<i-n\ 'i 1 1 1 1 



' - (2 — y)(2 — o)( cos^-cos2H -+- sin^'-cosaK j 






7(2 — o.)[(i — y)*4- i] sin-Jcos(lI — K) 
"r -^(2 — yj[(i — o)*4-i]sinMcos(n-+- K). 



j 5. On voit do siiilr? (|iie cos fondions oui leurs plus grandes valeurs pour 



Il —o, K = o, 

rar Ions 1<îs coefficionls sonl positifs. Le terme c a en même temps sa plus 
polil(î valeur. Il suffît et ii est nécessaire (jue la condition (3) soit satisfaite 
pour cos valeurs de II ol K. 
On a alors 

^l. -_^ I , uî, = rosJ , C = o, (0 = 0, 

l)--0, l),=:il8o% 

ir-ll, K'=K, 

1 - i COS J , — = 3 cos .1 , 

•\ cos' - 1" I -h (i — 3) cosJ, 



rt ft. . ..r 



tl'ly 



' siii^ 



- ■_ I _ (i — 5) COS.I, 



/ > 



'Aft fil Àftti^y 
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Cl la conclilion (3) devient 



(a — ^t)'H ' —^ — 2aa,eex'> o. 

^ ' 2 2 



6. On peut toujours supposer ai<Cct et écrire l'expression précédente 
sous les deux formes 

(a,ei — 2aey — 3a*e'-h2(a — a,)*, 
(ae — aârjet)' — 3a\e\'\- 2{a — a,)*, 

(jui montrent qu'elle ne peut être négative que si 



e> 



v/l('-î> ^'>V/1(S-') 



On a, pour Mars, les petites planètes extrêmes et, pour Jupiter, les valeurs 
suivantes du demi grand axe : 

Mars 1 , 52869 

(w) Méduse 2,1 8275 

(S) Hilda 3,95228 

Jupiter 5 , 20280 

Le minimum de i et celui de i ont lieu pour Hilda et Jupiter 

pour lesquels 

1 — --=0,24, ——1 = 0,32. 
a ai 

Il s'ensuit que les excentricités devraient être toutes plus grandes que 
0,19; or cela n'a lieu pour aucune des grosses planètes. Donc les valeurs de 
a'a\ seront toujours réelles et positives, et la transformation est toujours 
[)Ossible. 



CONTRIBUTIONS 



A LA 



THÉORIE DU CERCLE DANS L'ESPACE; 



PAR M. G. KOENIGS, 

Mailre de Conférences à l'École Normale. 



Représentons par S,, Sa, ..., S5 les puissances d'un même point P de 
l'espace par rapport à cinq sphères orthogonales deux à deux, et de rayons 
R,, Ra, . . . , R5; posons 

Si Sf Og 

où p est un facteur quelconque. Les quantités Xi sont les coordonnées pen- 
tasphériques du point P ; il existe entre elles la relation identique 

(1) ^xJ = o. 

Toute sphère est représentée par une équation linéaire 

(2) ^aiXt = o, 

et tout cercle sera défini comme l'intersection de deux sphères, 



(3) 


2^aiXi = o, J^biXi- 


Posons alors 




(4) 


Pik—Oibk aiçbi. 


en sorte qu'on ait 




(5) 


Pii—Oy p/,i — ^pii,\ 



les quantités />,a, au nombre de dix seulement, si l'on tient compte des 

II. — Fac. de T. F. I 
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I équations (5), seront les coordonnées du cercle (3). Ces quantités inlcr- 

i' viennent dans l'écjuation de chacune des sphères passant parle cercle cl 

orthogonale à chacune des cinq sphères coordonnées. Par exemple, la 
sphère passant par le cercle (3) et orthogonale à la sphère S, a pour équa- 
tion 

Os dix quantités/?/^ ne sont pas indépendantes. H doit exister entre elles 
trois relations distinctes, car un cercle ne dépend dans l'espace que de six 
paramètres. Néanmoins nous allons être conduit à un plus grand nombre 
(lo relations non strictement id<.Mili<jucs, comme on va le voir. 

Soient a, ^, y, o, £ les cincj premiers nombres écrits dans Tordre de per- 
mutation naturelle i, 2, 3, /j, 5 ri partir de Tun d'eux, (jue nous appe- 
lons a, et posons alors, d'une fa<;on jçénéralo avec c(»tte convention. 



! 



;i 

1 

"1 

"1 



Il y a cinq quantités II», car a peut être i, 2, 3, ] ou 5. 

On trouve sans peine que 1rs (piantités/;/^ vérifn^nt, en vertu de leur dé 
linition, les rdalions 



3f (<î) 12, ---0, <>,rr:o, i>,-.o, 12, = 0, 0,-7^0, 



et (jue réciproquiMuenl si (|t»s ( | nanti lés />,yi [où ' = 1, 2, 3, 4 ou 5) véri- 

rilient à la fois les relations (11) et (G), e(»s (pianlités sont les coordonnées 
d'un cercle dans r<*s[)ace. On prouve pour rr[U* rériprocpu» (jue les cintj 
sphènvs 

se coupent suivant un ménnî (N»rcle en vertu (l(»sn»lalions ( li) et (G). 

Uest<»nt maintenant l(»s é<|ualions ((>), <jui sont au nombre de cinq el, 
<Mi apparence du moins, ne laissent aux (|uantités homogènes /?/a qu'une 
(|uadruple indél<»rminalion. l']n réalité, cos n»lalions (()) ne sont pas toutes 
distinctes. 

lùnployons I(î langage» d<*s <»spac(»s à plusi<»urs <limensions. Dix quan- 
tités/;/;! [vérifiant les n^lations ( >)| sont les coordonné(»s homogènes ponc- 
hK'llrs dans un (»space linéaire I^ à n<»uf dimensions, et Técpiation 12^ = o 
représ<MUe dans r<*sj)ace K un <\sj)ace (juaciraliquc à huit dimensions. Or 
on constate par un calcul facib» cpie, dix quantités qu(»lconques/?/A ^*tant 



■ ' 
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données, qui vérifient les équations (5), on a les identités 

(7) /?ii^i-f/>it^iH-Pij^3-+-.--+-p/5^i = o, 

au nombre de cinq; et, en s'appuyant sur ces identités, on prouve alors que 
les cinq espaces quadratiques à huit dimensions û|, ûj, ..., Û5 ont en 
commun un espace à six dimensions qui est du cinquième degré. 

A chaque point de cet espace EJ, du cinquième degré à six dimensions, 
répond un cercle de l'espace ordinaire, et inversement. Donc : 

La géométrie du cercle dans l'espace ordinaire coïncide avec celle 
du point dans un espace quiniique à six dimensions contenu dans un 
espace linéaire à neuf dimensions. 

L'existence de cet espace EJ commun aux espaces quadratiques û,, 
12^, ..., Û5 explique comment les équations (6) laissent au cercle sa sex- 
tuple indétermination, bien que deux d'entre elles ne soient pas stricte- 
ment une conséquence des trois autres. 

Je passe rapidement sur ces faits faciles à établir, et qui ne sont pas nou- 
veaux, puisqu'ils ont servi à M. Stéphanos dans ses deux Notes à l'Acadé- 
mie des Sciences sur les systèmes de cercles (*). 

Rencontre de deux cercles. 

Le but de ces notes rapides est de montrer l'utilité des cinq formes qua- 
dratiques Qi(p)^ que nous avons ci-dessus définies : on y verra plus d'une 
analogie avec la théorie des systèmes de droites. 

Soient deux cercles (p) et (/>'); s'ils ont un point commun, P, les coor- 
données pentasphériques de ce point doivent vérifier les équations 

(8) 



ta (d 



OÙ i, kj m, n sont quatre indices quelconques parmi les cinq premiers. La 
résolution de ces quatre équations (8) se fait de la façon la plus simple, 
comme il suit. 



( * ) Comptes rendus de i' Académie des Sciences. 
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Posons 

1 v" à^i 



Q, ip^p')-.iMp\p)^-l^^ P.,, ; 



p 



les équations (8) donnent alors 



cl comme .r,, .r,, . . . , Xj doivent vérifier réquatioii (i), on a la condition 
de rencontre 



fO 



Si, au contraire, la rencontre des deux cercles a lieu en deux points, on 
peut faire passer une sphère par les deux cercles, et les quatre équations (8) 
doivent se réduire à trois distinctes; on en conclut que tous les dénomina- 
teurs des équations (9) sont nuls, et Ton a alors la condition 

(11) <2,(/?,/)') — O, 0,(/^,/?')=rO, .... Çi^{p,p')—0. 

Mais on constate encore ici, facilement, que ces cinq équations n'en com- 
portent que deux distinctes. 

Rencontre de cercles infiniment v^oisins. 

Si Ton veut, en particulier, que deux cercles intiniment voisins (/?) et 
(/? -h dp) se rencontrent, on trouve, si la rencontre a lieu en deux points, 

(11)' il,{dp)^o, .Q,(r//.) = o, i\{dp)^o, il,{dp) = o, il,(dp)=:o; 
rij si la rencontre n'a lieu qu'en un seul point, on a seulement 

i 

C'est donc Tévanouissement d'une forme biquadratique des différentielles 
des coordonnées qui exprime la rencontre en un point unique; on en peut 
conclure tout de suite que les confjruences de cercles n'ont généralement 
que quatre surfaces focales. 

On voit par les formules (G), (10), (11), (ï<>)S (iï)' Tanalof^ie avec la 
théorie classique des systèmes de droites. 
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Une autre forme quadratique. 

Il est, outre les cinq formes quadratiques û/, une sixième forme (jui, 
elle aussi, intervient utilement dans cette théorie. 

Pour donner un exemple des calculs et des réductions que Ton rencontre 
dans cette question, cherchons le rayon d'un cercle donne (/?). 

Je rappelle que le rayon p d'une sphère V a^Xi = o est donné par la 
formule 

2«? 



p - 



m) 



2» 



cela étant, comme toute sphère passant par le cercle (p) est représentée 
par l'équation V (^/>aiH- P-j^pi) ^«= o? où a, p sont deux des indices i, 2, 

3, /|, 5 et X, (JL deux paramètres, le rayon de cette sphère aura pour 
carré 



[^S^-'-Sf]" 



Cherchons le minimum de p^ lorsque la sphère, et par suite A : a, 
varie, ce minimum est le rayon du cercle (p). 

Sa détermination n'offre aucune difficulté ; on trouve 



p^ = -~ 



^poLiP?i\ ■*-(2^«') (2^^' 



Cette expression se transforme facilement comme il suit. 
On a d'abord 

Mais on a aussi, en vertu de (6), 

PaiP^j —PajP^i —PoL^Pij ; 
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il vient donc 



(2 P^n (2 ^^' ) ~ (2 ^^«'^3' ) = ''«? 2 f^^i ' 



on a ensuite 






2 



2 înr ^p^p^fP^^"^pliP^iP^^''P^'P^''P^jp^j —p^iP^i'P'^jp^j)^ 



i,k 
Or on a 



/>à/7>Ji 4- pliPh — '^Pli P^i P7,j Pfij = (POLJ Ppi — P<Xi P^J Y — Pl^ Pfj 1 

pifP^iPfik-hp^fPoLiPoLA — PaiiPfikPoLjP^J — P^iPoLkPtxj P^J 
= iPoLj P?i — PoLi P?j) (PoLj P?A — PaA P^j) =Pa?PijPkj; 



le dénominateur de p* s'écrit donc 



n^u V P^^ -+- nK V ^P'^P^J - „îo V / V P'J 

1/ i/A / \ I 



/'./W 



on a donc finalement 

^Ph 



(i:î) 



n 



?(?«)■ 



Le numérateur de cette fraction est la somme des carrés des coordon- 
nées du cercle (/>); je représenterai par H(/?) cette forme quadratique 

('3) ^(p)=^Ph' 

il 

Cette forme S(/?) joue un rôle important dans la théorie des cercles dans 
l'espace. Lorsqu'elle est nulle, le rayon du cercle {p) est nul. Nous allons 
montrer que sa forme polaire intervient aussi très utilement; je représen- 
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tciai par S(/>,/?') cette forme polaire, en sorte que Ton aura 



Cerclés en involution. 

Considérons deux cercles (/?), (/>'). Si par l'un d'eux on peut mener une 
sphère orthogonale à l'autre, réciproquement, on peut, par celui-ci, mener 
une sphère orthogonale au premier, et nous dirons alors que les deux cer- 
cles sont en im^'olution. 

Prouvons d'abord la réciprocité que nous venons d'avancer. 

Rappelons que les foyers d'un cercle sont les sommets des deux cônes 
isotropes passant par ce cercle. Si un cercle est orthogonal à une sphère, il 
a sur elle ses foyers, et, réciproquement, si les foyers d'un cercle sont sur 
une sphère, celle-ci est orthogonale au cercle. En effet, pour qu'un cercle 
soit orthogonal à une sphère, il faut et il suffît que deux sphères quel- 
conques, passant par ce cercle, soient orthogonales à la sphère; si l'on 
prend, en particulier, pour les deux sphères les cônes isotropes qui passent 
par ce cercle, on voit que la double condition d'orthogonalité consistera 
précisément en ce que les sommets de ces cônes soient sur la sphère. Ajou- 
tons que, lorsqu'un cercle est tracé sur une sphère, le rapport des distances 
d'un point quelconque de la sphère aux deux foyers est constant, et, réci- 
proquement, le lieu des points, dont le rapport des distances à deux points 
fixes est constant, est une sphère qui contient le cercle dont ces deux points 
sont les foyers. 

Ceci posé, si par le cercle (/)') on peut mener une sphère S orthogonale 
au cercle (/)), cette sphère S doit passer par les foyers P, Q du cercle (/?), 
et, en appelant P', Q' les foyers du cercle (/>')> puisque les points P, Q sont 
sur une même sphère passant par (/>'), on a 

(^ettc égalité peut s'écrire aussi 



PQ^ PP 
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et elle exprime alors que les points P', Q' sont sur une même sphère passant 
par le cercle (p) qui a P, Q pour foyers ; il en résulte qu'il existe une sphère 
j)assant par le cercle (/?), et orthogonale au cercle (/>'). La réciproque est 
ainsi établie. 

Remarquons ici que les points P, P', Q, Q' forment un quadrilatère 
dont le produit de deux côtés opposés est égal au produit des deux autres. 

Cherchons maintenant à exprimer que deux cercles (/?), (/?') sont en 
involution. 

Si, par le cercle (/?'), on peut mener une sphère S orthogonale au 
cercle (/?), toutes les sphères passant par (p) sont orthogonales à S, et, 
réciproquement, si deux sphères passant par (p) sont orthogonales à une 
sphère S passant par (/?'), toutes les sphères passant par (p) seront ortho- 
gonales à S, et les cercles (/?), (/?') seront en involution. 

Prenons donc la sphère 

I 

menée par le cercle (/?') et qui, par hypothèse, est orthogonale à toutes 
les sphères menées par le cercle (/?), on aura, en exprimant Torthogonalité 
avec les sphères 

2j Ppi ^i — O, 2^ P^i ^i — ^^ 

f 

les conditions (*) 



^' 2 P'^^P^'i "^ ^ 2 P^'P''^ — ^ ' 



d'où, en éliminant X, [ji. 



2 Pou Ppi 2 P?iP<ri — 2 Pf^'P?^ 2 P^'P^^ — ^• 



(*) On sait, en effet, que rorlhogonalité des sphères 

zl ^'^' = ^' 2 ^i^i = o 

s'exprime par l'équation 

^aibi = o. 
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Cette équation peut prendre une forme beaucoup plus symétrique, d'où 
sont éliminés les indices a, p, p, œ; elle peut s'écrire, en effet, 

c'est-à-dire, 

PoLpPpfr'^PijPij^O, 


en vertu des équations (6). 
On voit donc que Inéquation 

(i6) E{p,p') = o 

exprime Virn?olution (*) des deux cercles (p) et (/>'). 

La symétrie de cette équation met de nouveau en évidence la réciprocité 
que nous avons directement démontrée (*). 



(*) Il y a encore une autre espèce d'involution de deux cercles que l'on pourrait appeler 
bi-involution ; elle a lieu quand un cercle (/?) passe par les foyers d'un autre (p'); la rela- 
tion est réciproque, et toute sphère menée par l'un des cercles est orthogonale à toute sphère 
menée par l'autre, et, par suite, est orthogonale à ce cercle lui-même. Dans ce cas, Téqua- 
tion d'orthogonalité 

a lieu pour toutes les valeurs des indices a et p. Quatre seulement de ces conditions sont 
distinctes. 

(>) Il existe un élément intéressant, que l'on pourrait appeler l'angle de deux cercles dans 
l'espace. Soient un cercle c et un cercle c' \ soient 4>, 4>o; *', *o leurs foyers respectifs. Les 
sphères passant par c' tracent sur la droite 4>4>o une involution; soient A, Aq les points doubles 
de cette involution ; et considérons le rapport anharmonique 

p = (AAo**o). 
Ce que nous proposons d'appeler Tangle des cercles c et c', c'est la quantité 

V = — . log p ; 



on a la formule 

J^PlkP'ik 



cosV = 



_ a(/>>/>') 



v/s^-v/^^* "^^^^^^^ 



On voit que dans l'expression de cosV les cercles c et c' figurent symétriquement; quand 
V est droit, les cercles sont en involution. 
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Des systèmes de cercles ei, en particulier ^ des systèmes linéaires. 

Une équation homogène, entre les coordonnées d'un cercle, représente 
une série cinq fois indéterminée de cercles : deux représentent une série 
quatre fois indéterminée, trois représentent un complexe de cercles ou cer- 
cles trois fois indéterminés, quatre équations représentent une congruence 
de cercle (double indétermination), cinq représentent une surface cerclée, 
et enfin six déterminent complètement un ou plusieurs cercles. 

Si toutes les équations sont linéaires, on a des systèmes linéaires de cer- 
cles, que nous représenterons par les symboles A5, A^, A,, A2, A<, A©, Tin- 
dicc indiquant Tindétermination du système. 

Le système A„, ainsi que le système Aj, a été Tobjet de fort intéres- 
santes recherches de M. Sléphanos aux Comptes rendus de l'Académie 
des Sciences^ rtîcherches que nous avons déjà citées. Disons, d'ailleurs ici, 
une fois pour toutes, que nous ne connaissons nul autre travail sur cette 
(|uestion pleine d'intérêt des cercles dans IVspace (*). 

D'après ce que nous avons dit au début sur l'espace EJ, commun aux hy- 
perquadriques û,, on voit qu(* les six équations linéaires qui définissent A© 
auront en commun avec les équations 

ily = o, 12, — o, £2, = o, £>^ = o, lis = o 

un nombre de solutions égal au degré de l'espace commun à ces hyperqua- 
driques, c'est-à-dire égal à cinq. 

I^e système A© est donc un ensemble de cinq cercles, c'est le pentacycle 
de M. Stéphanos. 

Montrons connnent la notion de pentacycle est liée à celle de congruence 
linéaire par le moyen de celle (ïinvolution de deux cercles. 

Si l'on considère les quatre é(|uations linéaires entre les /^/^ qui définis- 
sent une congruence, savoir 



(.>:) 




(*) J'ai communique les principaux faits, réunis dans ce résume, ù la Société mathéma- 
tique de France en avril 1887. 
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on peut remplacer Tune quelconque de ces équations par la combinaison 
linéaire 

Or posons 

ce qui assujettit simplement les quantités p-f^ à six équations linéaires; si 
Ton veut, en outre, que les/?^^ soient les coordonnées d'un cercle, le pro- 
blème sera déterminé, et Ton aura cinq solutions ou cinq cercles (/>^*^), 
(/>^'0' (P^^^)^ (P^^^)^ (/^^*0 formant un j9^/i/ac^c/c. Aux équations linéaires 
primitives on peut donc substituer quatre quelconques des cinq équations 

E(p(^Up) = '^p^!iJpa=o, 

qui exprime que les cercles de la congruence sont en involution avec le 
cercle (p"^^). 

Les cercles d'une congruence linéaire sont donc en involution avec 
cinq cercles formant unpentacycle. 

Notons encore que, si l'on considère quatre cercles, les cercles en involu- 
tion avec eux forment une congruence linéaire et sont en involution avec 
un cinquième. Ce cinquième cercle forme avec les quatre premiers un pen- 
tacycle, en sorte qu'un pentacycle est déterminé par quatre de ses cercles. 

Je n'insiste pas ici sur ces résultats, présentés, sous une forme un peu 
différente, par M. Stéphanos et fort élégamment développés par lui. Je pré- 
senterai seulement quelques remarques sur les systèmes A5, qui me parais- 
sent devoir être l'origine de voies nouvelles. 

Considérons l'équation 

(»8) ^atkPik^Oy 

ik 

qui représente un système A5; je vais chercher la distribution des cercles 
de ce système sur la sphère S 

soit donc une autre sphère 2, 






-I 

î 

.1 



■..I 
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!.. qui coupe la première suivant le cercle (p) 

ti" 



il 



i . 



r 

1' 

i; 



I 






î 

î 



ce cercle faisant partie du système A5, nous devons avoir 

^^if^^lilk— fkh) — o 



ik 



OU encore, en convenant cpie «,> = — ^a/? ^//= ^t 

(19) 2>.i2«/a/a--0. 

Considérons alors la sphère S', 

^/;av -o, 

où Ton prend 

(20) /;— 2«ia/a, 



Téquation 



:2('.'2»"'.)-2:« 



exprime qu(î les sphères S' et £ sont orthogonales. On a, d'ailleurs, évi- 
demment 

(ai) ^[,li—o, 

en sorte que S' est aussi orthogonîile à S; le cercle (y?), intersection de S et 
de 2, est donc orthoj^onal à S'. I)V)ù ce théorème : 

Tous 1rs cercles d'un système A5 qui sont traces sur une sphère S quel- 
conque sont orthoffonau.r à une seconde sphère S', que nous a])pellcrons 
la conju*^uée de S. 

\ous avons déjà nMuarqué (piune sphèn* et sa conjuguée sont ortho- 
gonales d'après Téquatlon (21 ). Mais la correspondance entre S et S' n'est 
pas réciproque; en (.*ffel, foutes les sphères conjuf^uécs des sphères lic 
r espace sont ortho<ronales à une sphère jlxe K, cpie nous appellerons la 
sphère centrale. 
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Pour établir cette proposition, remarquons, en effet, que les cinq équations 

(22) ^aij^U — o (« = 1,2,3,4,5) 

k 

sont compatibles, car leur déterminant est symétrique gauche d'ordre impair. 
Soient K, , Kj, Kg, K^, K5 les solutions de ces équations compatibles. On voit 

d'après (19) que tous les cercles tracés sur la sphère (K), V K/a;, = o, font 

partie du système A^. Le cercle (K, S), intersection des sphères (K) et (S), 
fait donc partie du système A5; il est ainsi orthogonal à la sphère (S'), et, 
par conséquent, la sphère (K) qui le contient est orthogonale à (S'). 

c. Q. F. D. 

Toutes les sphères qui coupent la sphère centrale suivant un même 
cercle ont même conjuguée. 

En effet, les équations (20) donnent la même valeur pour les /] si Ton y 
remplace les 4 par 4 -h pK^, c'est-à-dire si l'on y remplace la sphère S par 
une sphère quelconque passant par le cercle X, intersection des sphères K 
et S. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Tou^ les cercles du système A5 qui coupent deux fois un cercle quel- 
conque X de la sphère centrale sont orthogonaux à une même sphère S'. 

Appelons X' le cercle (S', K); la correspondance entre les sphères S, S' 
se réduit, on le voit, à la correspondance entre les cercles X, X', traces de 
ces sphères sur la sphère centrale. 

D'abord les cercles X, X' sont ortliogonaux entre eux, comme on le voit 
sans peine, puisque X est orthogonal à la sphère S', qui est orthogonale à 
la sphère K. 

Mais cela ne suffit pas pour pouvoir construire le cercle X' lorsque le 
cercle X est donné, il est nécessaire de recourir à l'étude des formules (20). 
Nous serons ainsi conduits tout d'abord à définir les invariants d'un 
système A5, dans lesquels on verra encore intervenir les formes quadratiques 
déjà considérées. 

Cherchons les sphères qui coïncident avec leurs conjuguées. 

On peut prévoir que, s'il existe de telles sphères, leur rayon est nul; car, 
si une sphère est orthogonale à elle-même, son rayon est nul, et c'est ici le 
cas, puisqu'une sphère et sa conjuguée sont orthogonales; en second lieu, 



F.i>l 



G. KOKNIGS. 



les centres de ces sphères de rayon nul doivent être sur la sphère centrale, 
puisqu'elles leur sont orthogonales. 

Mais les formules (20) nous donneront des résultats plus complets. Expri- 
mons, conformément à Thypothèse, que Ton a 



[ l t t t 
/, /j /j lit II 



où s est un paramètre à déterminer. Les formules (20) nous donneront 



s /,-h «i, /j -h «„/,-+- «,4/*-+- «15^5 — 


0, 


c7j,/,-+- S /j-h«jj/3 4-an^i-^«i5'i — 


0, 


a„/i -+- rtaj/j-h s /j -+- «734 /* -f- «S5 /» 


0, 


flil/l-f- «4j/j-|- «43/3-1- 5/4-f-«45/5 = 


0, 


«51 A ^- «55 /î-^ «58 /s -+-«»*/* H- S /j — 


0; 



on tire de là Téquation en s 



/(0 = 



s «i, «13 «,4 «15 

«Il S a^3 «,4 «,5 



«51 «51 «53 «54 -^ 



=::0. 



Cette équation change simplement de signe si Ton y change le signe de s\ 
on a, en effet, 



/i-s) = 



— s «„ «13 «14 «15 



«•1 — S «,, « 



11 



13 "li "15 



a, 



• m • 



«51 «51 «63 «54 —S 



f • 



OU, comme a,vt= — «a/, on peut écrire 



/(- 5) =(-!)' 



S «„ «31 «4, «„ 



« 



1! 



«31 «*t «51 



«15 «15 «85 «45 S 



le déterminant est /(s) où les lignes sont devenues les colonnes : on a donc 

/(-5) = (-l)»/(^)=z-/(5). 



L'équation du cinquième degré /(s) = o ne contient donc que des termes 
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impairs et peut s'écrire 

La solution ^ = o fournit la sphère centrale elle-même; mais nous voyons 
qu'il y aura encore quatre autres sphères, celles-ci de rayon nul, qui véri- 
fieront l'énoncé, et qui seront données par l'équation 

5*-|-l5*-+- J =0. 



Les quantités I et J ont pour expression 



<; 



f 

dans cette dernière formule, les indices «, m, /z, j9, q sont les cinq premiers 
indices, pris dans l'ordre de permutation i, 2, 3, 4? ^ à partir de l'un 
d'eux i. 

Représentons par ^(a) la forme adjointe de la forme S(/?), et par (o< (a), 
(Oa(a), (3)^(a), ^4(^5), c«>5(a) les formes adjointes de û,(/>), ûaC/?), .... 
12j(/?); on voit que l'on a 

i 

Ces quantités I et J sont les invariants du système A5. 

On conçoit que ces invariants ont une importance capitale, car on en 
])Ourra déduire aussi les invariants des systèmes linéaires inférieurs A4, A3, 
Aj, A,, Ao, qui seront des combinants déduits de ces invariants. 

Reprenons maintenant l'équation 

et désignons par (t, — (t, œ', — d' les racines de cette équation. A chacune 
répond une sphère, ce qui donne les quatre sphères £, ïo? £S 2© dont nous 
désignerons les centres parc, Co, c', c'^. 

Prenons deux de ces sphères, correspondant à deux racines quelconques 
.ç, s' de l'équation en 5, nous aurons, en désignant par gi et g^ les coordon- 



V 



** -* '^ ^ ^ ,- 1 ..i 



'^.'.*<- .n»- 



" «'«■«/ X"/» 



•' */-> 



/ >< 



* » 



. . *■ t f *^'. : 



i 



y / 



y J 






/ / ^ 



i#' . 



i . / . , 4 ■ '.'. Vf . « ',>f -i i. . ► M" V,»l ' .*<V* '" . '1 i 



1 



y / 



t^noféh H féfn >-ffhn f". 7J A/ 2 

O// ^//^^ 'ttft'9 tyt* \i t tUtftis'r //\ fr^, ^\^'\ ^\^,, ^>nl quatre droites 
t t,ift,^tt ', / * »*tHtiut 1/ ^ j///Mir/ /^ /^, //, r'^ août ^tir \h *if»y*rf* centrale, on 
' ft tnhftnl t\n* \t^ liAi *. i\u /|M;i/lnl;it^M! rj^r,^r^f: «t//nl quatre génératrices 
nni\i^ntr i\t \ti ^^iSiiii' /^f|t^l|/'; uu\rt*uté'Ui /lit, N'h droite» cc^, c'c, sont 
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Utilisons ces résultats dans Tétudc de la correspondance entre les cercles 
X et X' déjà définis. 

Prenons pour sphères de référence S, et S^ deux sphères orthogonales i 

passant en c et c© et orthogonales à la sphère K ; pour sphères S, et S4, deux i 

sphères orthogonales entre elles et à K, et passant par c' et c\ ; enfin, pre- 
nons pour S5 la sphère K. 

Ce système de cinq sphères sera quintuplement orthogonal, et la corres- 
pondance entre les sphères S(/,, /j, . . ., /$) et S'(/J, /^, . . ., /i)est, eu égard 
au choix des coordonnées, établie par les formules 

(23) \ pl'^ =al^, 

où p est un paramètre de proportionnalité, et a une constante. On peut 
regarder l^^l^^l^^ l^ comme les coordonnées tétracirculaires^wr la sphère K 
du cercle X, et l\^ /^, /,, l\ comme les coordonnées du cercle X'. Les quatre 
premières formules ci-dessus établissent donc la correspondance entre ces 
cercles. 

D'après ces formules, Péquation du cercle X étant 

celle du cercle X' sera, 

(24) ItXx — Ix^f^ €l{U^i — /,X4)=:0. 

Le cercle F mené par les points c cl c© orthogonalemenl au cercle X a 
pour équation 

le cercle F mené, de même, par les points c' et c'^, orthogonalement au 
cercle X, a pour équation 

l'équation (24) prouve tout d'abord que le cercle X' passe par l'intersection 
des cercles F et F'. 

Notons ici que, puisque F et F' sont, par construction, orthogonaux au 
cercle X, le cercle X' se trouve naturellement être orthogonal à X. Il faut 
donc trouver une troisième propriété du cercle X', qui permette d'achever sa 
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construction. Dans cette propriété doit forcément intervenir Tinvariant 
absolu a, qui, d'après nos notations, est lié aux invariants I et J par l'équa- 
tion 

y a ) 1' 

Rappelons que le cosinus de l'angle (au sens ordinaire) de deux cercles (/), 
(///) tracés sur K est donné par la formule 

COS( /,/?<) — ^ - - 



cela étant, j'appelle V Tangle du cercle X' avec le cercle F, qui a pour 
cosinus 

COS \ "^ ■==r= -— - — '~ i / • 

L'angle de X' avec F est égal à ^ — V', puisque F et F' sont orthogonaux 

(attendu que leurs plans passent par les droites cCq et c'c^ qui sont conju- 
guées) ; on a ainsi 

COS (- - X') ^. siii V =: ai/j^ ,, ^' "^//» JT. > 

ce que Ton peut encore écrire 



Or considérons le crrcle F© qui coupe orlhogonalemont le cercle Y en 
c el iw il a pour écpralion 

de même, le cercle F,, qui cou|>e orlliogoncilemcnt le cercle F© en c' et c'^, a 
pour éijualion 

ces deux cercles se coupent orthogonalement, et le cercle X passe par leur 

intersection. Soit V Tangle que X fait avec F,,, l'angle avec F^ sera V, 

cl l'on aura 



COS V 



«iin V zr i / {L±-{î 
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d'où 

la formule (23) devient donc 

(26) tangV'=a langV. 

En résume, le cercle X étant donné, on mènera par c et c^ un cercle F 
orthogonal à X, et par c' et c^ un cercle V orthogonal aussi à X : on con- 
struira ensuite les cercles F^ et F|, qui coupent respectivement à angle droit 
le cercle F en c et c©, et le cercle F' en c' et c^ ; ces cercles F©, F^ sont ortho- 
gonaux et se coupent en deux points situés sur le cercle X; soient V, V 

les angles sous lesquels le cercle X coupe ces cercles. Pour construire le 
cercle X', on mènera, par les points communs aux cercles F et F', un cercle 

qui coupera le premier sous Fangle V', et le second sous l'angle V', où 

V' esl donné par la formule 

langV'= aiangV. 

Je n'insisterai pas davantage ici sur ces questions pleines d'intérêt, mais 
qui demanderaient, on le voit, à être traitées avec détail. 

Je voulais surtout signaler ces formes quadratiques ù et S, qui inter- 
viennent si naturellement dans cette théorie. 



SUR LA 
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Extrait d'une Lettre adressée à M. Matyas Lerch, dans les Mémoires de la Société Royale 

des Sciences de Bohême^ 7* série, t. II; 1888. 



En modifiant un peu le procédé ordinaire de réduction des intégrales 
hyperelliptiqucs, j'ai considéré, dans mes Leçons (*), les expressions de la 
forme suivante 

où G, A et R sont des polynômes entiers en a;, A et R n'ayant que des fac- 
teurs simples et étant supposés premiers entre eux. J'ai montré qu'elles se 
ramènent facilement à un terme algébrique et à une expression semblable 
où l'exposant a est diminué d'une unité. Dans le cas, par exemple, de 
a = i que je vais employer, on détermine deux polynômes P et Q par la 

condition 

Gr^AP-A'RQ, 
et, en posant 

Q,=zP-RQ'-iIVQ, 

on a celte égalité, qui se vérifie immédiatement par la différenliation, 

Gdx _ Q v^H 



r Gdœ _ Q y/K f Qjdx 
7 A«v/S~ ^ ^J Av/iï' 



Je vais l'appliquer à la recherche de l'expression de l'intégrale elliptique 

-k^Y^dy 



f 



v/(i-7')(i-X'7') 



(1) Cours d* Analyse de la Faculté des Sciences de PariSy 3* édil., p. 7.8. 
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où y = r, esl la formule de transformation de Jacobi qui satisfait à l'équa" 
tion 



Je remarque d'abord que Ton peut écrire 

/'/.'y* dy ^ }_ r >.*U'rfj 

de sorte qu'en prenant 

R = (i-x»)(i-A'x'). C-X'U', A = V, 
la relation précédente nous donne 

J V'v'u V J wli" 

Cela étant, je dis que Q, est divisible par V, c'est-à-dire que le second 
membre ne contient pas d'intégrales de troisième espèce qui admettent des 
infmis logaritbmiqucs. M. Fuch obtient a priori, et sans calcul, ce résultat 
important que j'établirai ensuite algébriquement de la manière suivante. 
T^'Ulustre géomètre m'a fait obsen'er que, l'inlégrale 



r >iry>: 



n'ayant point d'infini logaritlimique, il en est de même nécessairement de la 
transformée en x obtenue en faisant ^ = -^ , puisque la nouvelle variable est 
une fonction algébrique do_>'. Il ne nous reste plus, par conséquent, qu'à 
obtenir le polynôme Q et le quotient entier^- Pour cela, j'emploie l'équa- 
tion différentielle 



après avoir substitué la valeur y = y, j'élève au carré, ce qui donne l'égalité 

M'RCU'V~UV')'-V'— (! + ?») U'V' + >.'US 
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OU, SOUS une autre forme, 

L^M^RV^ — X*U')=V*-~(i4-X»)U«V»— M*R(U'*V^-2UU'VV'). 

On montre ainsi que M^RV'^ — X^U^ est divisible par V qui, étant pre- 
mier avec U, et par conséquent avec U', entre dans le second membre 
comme facteur. Soit donc, en désignant par H un polynôme entier, 

nous aurons 

X2U*=,_VH-hM*RV'S- 

or la relation par laquelle se déterminent les quantités désignées plus haut 
par P et Q, étant maintenant 

X«U^=:VP- V'RQ, 

on voit immédiatement qu'on peut prendre P = — H et Q = — M^ V'. 

Soit ensuite S le quotient entier -^ que nous avons encore à obtenir, et 
qui donne l'égalité 

J v^v/R - y '^J s/r' 

On trouve, par la différentiation, l'expression suivante 



V^I>x(^ 



et il en résulte facilement que S est un simple binôme gx^ -h h. 

Je cherche, en effet, la limite de -5 pour x inQniment grand; en faisant, 
avec Jacobi, 

V = 1 4- B'ar* H- B^o?* -h . . . -4- Bf'"^ a:^"\ 

de sorte que l'ordre de la transformation soit n = ifn -f- 1, on obtient la 



\ 



r{U)inlil<'- (iiiic 



Lmb '" 



qui n'préîioiile, jiar conséfjuenl, la conslaïUe g. 

Ollr; valeur se simplifie an moyen des relations établies à la fia du § XII 
fli'S ï-'iindaini-iila. Si l'on emploie les suivantes 



\\ - V > M ~ V ' A " 



on en lire aisément 



• (|ui doime 



7iA-'M' ou bien g—nk'yV. 



lui supposant ensuite x -— o, dans l'expression de S, il vient h = aB'M", 
et nous avons, en consétpicnce, le résultat important contenu dans la rela- 



.1 V'i'H 



i/., 



■■">•■) 



la variable y. 



ou encore, si l'on revient à la variable y, après avoir divise les deux 
membres par M', 



<]'est la relation qu'a donnée Jacobi, en remplaçant l'inlégrale de seconde 
espèce rli; I^egendrc par celle de M. Weîcrstrass. 

Je reviens maintenant au polynôme Q,, afin d'établir, par une voie pu- 
rement algébrique, qu'il est divisible par V. A cet effet, je reprends la foi^ 
tnule générale de réduction, dans laquelle R est un polynôme de degré 
queli:on((ue, 

en me proposant d'exprimer, an moyen de (_!, A et R, la condition pour 
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(jue Qi soit divisible par A. Ainsi qu'on Ta vu plus haut, on a 

et, par conséquent, si Ton fait Q, = AS, il vient 

P==AS-hRQ'4-iR'Q. 

Cela étant, en différentiant l'équation 

G=zAP-A'RQ, 

nous obtenons 

G' = APM- A'(P - RQ- R'Q) - A^RQ, 

puis, au moyen de la valeur de P, 

G'=:A(P'-^A'S)-Q(RA''4-1R^V'). 

Prenons maintenant, suivant le module A, les valeurs de G et G'; on 

aura 

G ~-A'RQ, 

G' = -Q(RA''-f-{R'A'), 

et Ton en conclut immédiatement que le polynôme 

RAG-GCRA^-t-iRA) 

est divisible par A; c'est le résultat auquel il s'agissait de parvenir et que je 
vais appliquer en supposant R == (i — ^^)(i — k^x^)y G = U^ et A = V. 
Nous obtenons alors Texpression suivante 

U[2RU V— UCRV-hjR'V')], 

ou bien, en multipliant par 2, 

U[4RU'V-U(2RV'-+-R'V')], 

et il s'agit de prouver qu'elle est divisible par V. C'est ce qu'on établit au 
moyen de l'équation 

et de sa dérivée, dans lesquelles je ferai, pour un moment, U'V— UV'=W. 



*tXt HMMITE. 
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M'W iKW -iJ W 



ï t-y- tV l V-H 



Miillifjioti- Ih ijF'-mi'T': \ihi {I- • '^ ^conde f*ar L . «?t relraochons membre 
H ni'-riif/f'r. apf'rï avoir ïUj>|tniii*' l'r facteur W . nous aurons 

t.i-\n '-tant, on oItli'rfÉl ra<':îI<;iii''-F)t. au irioyfii dt.* la valeur de \V, 

ilil W_L iltW - it w 

VI'.KL'-L ïia I{ f .)-I [lia V— L.iKV_K V .]: 

I'' |»r':Hii'fr iii':[rit>r': df; r«(jiiatiori contenant en facteur \ . il est donc d«>- 
iii'Hiti''- que la ({uantîté coiiT^i'Iérée 

t liltU \ -L.^RV-n V.,1 

<■*! elle-même divisilile par V, comme je l'ai iinnoncé. Je remarquerai en 
outre qu'on (leut joindre les é;:alilét- suivantes à celles qui viennent d'être 
'•uiplov-es : 

M'CiHV \V- V(«n\V-lt'\V,]^a(i + >')LV'-i>.'t*. 

',|l\ \V-V(2lt\\ -H'W; 

\ [ iHl '\ - \ fïHl.'- H X'j] - L[4ItV'-V(aRV'-^ K'V)]; 

elles montrent que l'expression 

\r,l(i:'V~V(aKU*-t-H'U')] 

esl divisible [Hir L , et comme [. et V sont premiers entre eux, on en conclut 
res riïlalious, qu'il ne m'a pas paru inutile d'indiquer : 

/iltL'\"--L"(ariV-t-ll'V') = .) (modV). 
.-iltC'V -V(«Kl;"-(-UX") -^o (modU), 
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I. — Déplacement du cuivre par le zinc. 

Lorsque, dans une dissolution d'un sel de cuivre, on trempe une lame de 
zinc pur, bien décapée, on sait que le cuivre est déplacé de sa dissolution 
saline et qu'il y est remplacé par le zinc. 

De plus, cet échange se fait suivant des poids proportionnels aux équi- 
valents des deux métaux. 

Le cuivre mis en liberté se porte sur la lame de zinc et y forme un dépôt 
métallique qui varie d'aspect suivant la qualité du sel de cuivre dissous. 

Avec le sulfate de cuivre, l'azotate de cuivre, le chlorure cuivrique, et, 
en général, avec tous les sels à acides forts, le dépôt est peu adhérent et se 
présente sous forme d'une masse noirâtre ou marron pulvérulente, peu adhé- 
rente à la lame de zinc. 

Dans les dissolutions alcalines, telles que la liqueur cupropotassique ou 
cuproammoniacale, le dépôt est rouge-cuivre et parfaitement adhérent. 

Toutes les conditions, pour obtenir l'adhérence et la beauté du dépôt, ont 
été étudiées avec soin par les spécialistes qui se sont occupés du cuivrage 
de fer ou de zinc par les procédés galvanoplastiques (dits cuivrages di- 
rects). 

Tels sont le procédé de Weil qui emploie un bain alcalin composé de 
sulfate de cuivre, tartrate de soude ou de potasse et soude caustique; 

II. — Fac. de T. H. f 
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Le procédé de (Jauduin, qui consiste à opérer le déplacement du cuivre 
par le fer dans les sels doubles; d'oxyde de cuivre et d'oxydes alcalins des 
acides organiques polybasiques (tartrique, oxalique, citrique, etc.) avec un 
excès d'acides, quand ils n'attaquent pas trop fortement le fer. 

Knfîn, je citerai le procédé de Watt, spécial pour cuivrer le zinc, qui con- 
siste à préparer un l)ain composé de sulfate de cuivre, d'ammoniaque 
et de cyanure de potassium. 

Dans tous les cas, on remarquera que les dépôts sont obtenus adhérents 
dans des milieux basiques ou faiblement acidifiés par des acides faibles. 

Dans cette première série d'expériences, j'ai recherché les conditions 
du déplacement du cuivre par le zinc et j'ai étudié les dépôts adhérents 
qui se forment dans les dissolutions des sels neutres de cuivre à acides fai- 
bles, et dans les dissolutions des sels de cuivre très faiblement alcalisés. 

1" Sels neutres de cuivre à acides faibles. — Pour préparer ces 
liqueurs neutres, il faut prendre certaines précautions sur lesquelles j'insis- 
terai ; car la réussite des expériences dépend de la neutralisation complète 
de ces dissolutions. 

Des solutions de sels de cuivre c^ acides faibles, étendues à lo pour loo 
environ, sont électrolysées, pendant plusieurs heures, par un courant faible 
( I ou 2 daniells), en prenant comme électrode positive soluble une large 
lame de cuivre et comme électrode négative une lame de platine. 

Par ce procédé, le sel de cuivre partiellement dissocié par l'eau se 
trouve, grâce à l'électrode soluble cuivre, avoir constamment son acide 
libre neutralisé. 

Si, dans un pareil milieu soumis à l'électrolyse, on opère le déplacement 
du cuivre par le zinc, on remarque : 

Que le dépôt est très adhérent et d'un beau brillant; 

Que la couleur, au lieu d'être rouge comme celle du cuivre ordinaire ou 
du cuivre déposé par les procédés galvanoplastiques, a une teinte franche- 
ment jaune analogue à celle du laiton ordinaire. 

2'* Dissolu/ions cuiiriques faiblement alcalines. ■— On prépare ces 
dissolutions en redissolvant exactement par l'ammoniaque ou la potasse, 
dans les sels de cuivre quelconques, le précipité d'hydrate d'oxyde de cuivre 
(|ui se forme, en évitant toutefois un excès de base. 

Si, dans un milieu ainsi préparé, on opère le déplacement du cuivre par 
le zinc, on remarque : 

Que le dépôt est très adhérent et d'un beau brillant; 
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Que la couleur n'est plus jaune, comme précédemment, mais d'une cou- 
leur jaune rouge intermédiaire entre celle du laiton et du cuivre ordinaire. 

Dans les solutions salines de cuivre, préparées avec les soins que je viens 
d'indiquer, on immerge, pendant des temps égaux et très courts, une lame 
de zinc pur et parfaitement décapée. 

Apres chaque immersion, on a soin de renouveler la dissolution pour que 
les conditions de milieu ne varient pas. 

La lame est ensuite lavée à l'eau distillée et séchée dans un dessiccateur à 
vide, avant d'être pesée. 

IMMERSION D*UNE LAME DE ZINC DANS UNE DISSOLUTION D* ACÉTATE NEUTRE DE CUIVRE. 

Dépôt très adhérent de couleur jaune du laiton ordinaire. 

Différences. 
Poids initial de la lame de zinc 3 ,043 1 



Après doux secondes d'immersion, poids de la 

lame Zn -f- Ou 3 ,0434 

Après deux secondes de plus d'immersion 3,o43o 

» 3,0428 

» 3,0425 

u 3,0423 

» 3,0421 

» 3,04 18 

« 3,o4i5 

» 3,041 3 

» 3,o4ii 



— 4 

— 2 

— 3 

— 2 

— 2 

— 3 

— 3 

— 2 

— 2 



IMMERSION d'une LAME DE ZINC DANS UNE DISSOLUTION DE FORMIATE NEUTRE DE CUIVRE. 

Dépôt très {uUicrent de couleur jaime pdle. 

Différences. 

Poids initial de la lame de zinc 4 ,223o 

Après deux secondes d'immersion, poids do la + > 

lame de zinc -+- Cu 4 j '^23 1 

Après deux secondes de plus d'immersion 4 1 2230 

» 4)322^ 

» 4 ï ^227 

» 4î2225 

4 » ^'^"^^ 

» 4 } ^'^^ I 



— I 

— 2 

— 1 

— 2 

— a 

— 2 
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miiERSioN d'une lame de zinc dans une dissolution de picrate de cuivre (1). 

Dépôt très acUiérent de couleur jaune verddire. 

Différences. 

Poids initial de la lame de zinc a, 0821 

Après deux secondes d'immersion, poids de la +1 

lame de zinc -+- Cu 2,0322 

Après deux secondes de plus d'immersion 2,0820 

»» 3,o3i9 

» 2,o3i8 

» 2,o3i6 

» 2,o3i4 

n 2,o3l2 

» -^.,0309 

» 2 , 0807 

» 2,o8o5 



— 2 

— I 

— I 

— 2 

— 2 

— 2 

— 3 

— 2 

— 2 



IMMERSION d'une LAME DE ZINC DANS UNE DISSOLUTION DE SULFATE DE CUIVRE AMMONIACAL. 



Dépôt très adhérent de couleur jaune rouge. 



Poids initial de la lame de zinc 8 , 1267 

Après deux secondes d'immersion, poids de la 

lame de zinc -+- Cu 8, 1269 

Après deux secondes de plus d'immersion 8, 1267 

» 3,1 265 

I) 3,1 2C0 

» 8,i25'>- 

» 3,1244 

> 3,1 286 

»> 3,1229 

» 8,1221 

M 8, 121 ^ 



Diflférences. 



— 2 

— a 

— 5 

— 8 

— 8 

— 8 

— 7 

— 8 



Si l'on examine ces ïal)leaux, on remarque : qu'après le premier mo- 
ment de l'immersion du zinc dans la dissolution du sel de cuivre, il y a tou- 
jours une augmentation du poids de la lame, ensuite une diminution pro- 
gressive jusqu'à ce qu'elle devienne constante. 

Les équivalents du cuivre et du zinc étant 3 1,73 pour le premier et 
32,23 pour le second, il devrait donc y avoir, dans tous les cas, perte de 
poids, s'il y avait simplement déplacement du cuivre par le zinc. 



(<) La dissolution «le picrate de cuivre a été obtenue en dissolvant à rliaud, dans une 
dissolution d'aci<le picrique, du carbonate de cuivre hydraté. 
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Or si Ton tient compte : i*^ de la couleur des dépôts variant du blanc 
jaune au rouge-cuivre en passant par les teintes jaunes intermédiaires, sui- 
vant la solution dans laquelle on opère le déplacement; 2^ de Tadhérencc 
parfaite du dépôt; 3*^ de l'augmentation de poids de la lame de zinc, on 
peut dire qu'il se forme dans les milieux neutres ou faiblement alcalins, cl 
dans les premiers moments de l'immersion, des alliages plus ou moins riches 
en cuivre possédant leur composition. 

Il n'y a donc pas, au moment où le ziric est mis au contact de la dissolu- 
tion cuivrique, simple déplacement d'un métal par l'autre, mais combinai- 
son immédiate des deux métaux. 

On remarque de plus que le phénomène n'a lieu que si l'on s'adresse aux 
sels de cuivre à acides faibles dont la chaleur de neutralisation de l'acide 
par la base ne dépasse pas 10^**; et, sans vouloir tirer de conclusions préma- 
turées de cette remarque, j'espère pouvoir, par de nouvelles expériences, 
limiter ainsi la chaleur de formation de ces alliages. 

Après cette première phase de l'expérience, pendant laquelle l'alliage 
s'est formé, on rentre dans le cas d'un couple (zinc-cuivre) fermé sur lui- 
même et, par conséquent, on opère la décomposition électrolytique d'un 
sel de cuivre avec une perte de poids de la lame proportionnelle à la diffé- 
rence des équivalents. 

Si l'on n'a pas la précaution de rendre les dissolutions neutres, l'augmen- 
tation de poids de la lame de zinc, dans les premiers moments de l'immersion, 
n'a pas lieu et l'on remarque une diminution immédiate, comme on devait 
s'y attendre, l'acide libre agissant directement sur le zinc. 

On peut obtenir les mêmes résultats que je viens de décrire en s'adres- 
sant à une solution cuivrique rendue alcaline par de la potasse, la liqueur 
cupropotassique par exemple, et alors sans trop se préoccuper de l'excès 
d'alcali qui, dans ces circonstances, n'attaque pas le cuivre. 

Et c'est dans ces cas particuliers que l'on vient d'étudierj des solutions 
de sels de cuivre à acides faibles ou en liqueurs alcalines, que les dépôts 
galvanoplastiques, dans le cuivrage direct, peuvent s'effectuer, dépôts dont 
l'adhérence serait due, d'après mes observations, à cette formation première 
de l'alliage zinc-cuivre jouant le rôle d'un véritable couple. 

Il est facile de répéter, sur les dépôts jaunes obtenus sur les lames de, 
zinc, certaines expériences particulières aux laitons. Si l'on passe rapide- 
ment sur le dépôt une baguette de verre, trempée dans de l'acide chlor- 
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hydrique fort, on laisse une traînée rouge de cuivre, le zinc de Talliagc 
s'étant dissous en plus grande quantité. 

II. — DÉPLACE3IENT DU CUIVRE PAR LE CADJHUM. 

Une deuxième série d'expériences parallèles aux précédentes a été entre- 
prise avec le cadmium, qui, grâce à son équivalent (56) beaucoup plus élevé 
que celui du cuivre (3i,75), doit donner dans les pesées des différences plus 
appréciables que lorsque Ton s'adresse au zinc dont l'équivalent se rap- 
proche de celui du cuivre. 

Je citerai deux expériences, l'une avec l'acétate neutre de cuivre, l'autre 
avec la dissolution du sulfate de cuivre ammoniacal. 

IMMERSION D^UNB LAME DE CADMIUM DANS UNE DISSOLUTION D* ACÉTATE NEUTRE DE CUIVRE. 



Dépôt adhérent de couleur jaune pâle. 



Différences. 



Poids initial do la lame de cadmium i ,3o2i 

Après deux secondes d'immersion, poids de la h- 2 



lame do cadmium + Cu 

Après deux secondes de plus d'immersion 

» 



» 



• • • • • 



» 



,3o23 

,3oi9 

,3oia 

,3oo6 

, 2998 

,2990 
,2982 

»2974 

,'^.960 
,2952 



— 4 

— 6 

— 8 

— 8 

— 8 

— S 



— 8 



IMMERSION d'une LAME DE CADMIUM DANS UNE DISSOLUTION DE SULFATE DE CUIVRE AMMONIACAL. 

Dépôt adhérent de couleur jaune rougeâtre. 

Différences. 

Poids initial do la lame de cadmium i ,2G32 

Après deux secondes d'immersion, poids de la h- 3 

lame do cadmium -r- Cn i ,'.>X)35 

Après deux secondes de plus d'immersion i ,263o 

') 1/2621 

'» 1 , 26 1 3 

I , 260 \ 

i> 1 , 2586 

•) 1,2078 

1 1^*569 



— 5 

— 9 

— 8 

— 9 

— 8 

— 8 

— 8 
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En examinant ces Tableaux, on remarque que la marche du phénomène 
est la même quand on opère le déplacement du cuivre dans des dissolu- 
lions à Taide du zinc ou du cadmium. 

Avec le dernier métal l'augmentation de poids est d'autant plus sensible 
et digne de remarque que les poids des deux métaux, se déplaçant propor- 
tionnellement à leurs équivalents, sont plus différents. 



K.2 



T.-J. STIELTJES. 



Cl il sora quelquefois plus commode d'écrire X et Y sous forme homogène 

Y = ho y' -h M>,y'y' -^ (^f^O'ï" -+- 4«. yj" + ào'\, 

cl nous emploierons sans distinction ces formes non iiomogènes ou homo- 
j^èn(»s : il faudra toujours supposer dans ces dernières x' =^ y = i. 

2. Voici deux remarques qui se présentent immédiatement. On constate 
d'abord que, si Ton considère les invariants de X 

et les invariants correspondants S', T' de Y, on a 

T =: T'. 

C'est là une conséquence immédiate de la propriété caractéristique des 
invariants. Kn edet, la valeur de Y se déduit de celle de X en remplaçant 

X par CL y -f- 13 r', 



:>.-' 



y pai* yy^'^yy 



et en divisant ensuite par (ao — ^7)'. 
Ainsi Ton a 



^o«v— Wi^3-+- 3 (75— bj).^ — 4'^i^3-+- 3^1= S, 



^0 «1 «i 



^i ^î «3 



(U ftt Oi 



f>Q hi hi 
bi bi b^ 
bi bi b^ 



= T. 



Kn second lieu, considérons les racines des équations X = o, Y = o. En 
les désignant par a;,, x^, .^3, x,^ ct^',,^^^, y^^y^ respectivement, il est clair 
que 

/> -h y.r/H- /•>'/+ 5c7/V/=r o (/=:l, 2, 3, 4), 

et par conséquent le rapport anharmonique des racines de X - o est égal au 
rapport anharmonique des racines correspondantes de Y = o. 
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Si nous désignons, pour abréger, un tel rapport 



on a 



\— par (1.2.3.4)) 

*2^2 ~~' "^3 "^ % — *^ \ 



I.2.3.4)=(2.I.4.3)=:(3./4.I.2)=(4.3.2.l)i=>., 

ï.2.4.3)=:(2.I.3.4) = (3.4.2.l)=:(4.3.l.2)=:y) 

I.3.2.4) = (2.4.1.3) = (3.l.4.2)rzr(4.2.3.l)=:l — X, 

I.3.4.2) = (2.4.3.l) = (3.I.2.4) = (4-2.I.3)=: 

I — A 



I.4-2.3)=:(2.3.I.4) = (3.a.4.l)^(4-I-3.2):= 



X-I 



i.4.3.a) = (2.3.4.i) = (3.^.i.4)=^(4-ï-2.3)=: 



X- 



Ces six valeurs du rapport anharmonique sont différentes en général; il 
n'y a exception que dans les cas suivants. 
A. X =— I (ou = 2, ou =^); alors 



X= . = 



— I» 



-\- 






=: 2 



1 — X""X-1 



I 
2 



B. X = I -h £ (ou = I -h £*), £ étant une racine cubique imaginaire de 

Tunité 

I X-i 



X ^ 



i-X 



— I -h£, 



A X — I 



Il faudrait ajouter le cas X = o, i, oc, mais ce cas ne peut se présenter 
que lorsque les racines de l'équation X = o ne sont pas toutes distinctes el 
nous en ferons abstraction. Dans ces cas exceptionnels le rapport anharmo- 
nique peut même devenir tout à fait indéterminé, par exemple, lorsque 



tX< f tÂ/ t> — %My -i • 
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3. Nous posons maiiilcnanl la question suivante : étant donnés deux 
polynômes du quatrième degré X, Y, quelles sont les conditions nécessaires 
et suffisantes pour qu'il soit possible de satisfaire à l'équation différentielle 

d.r dy 

par une relation de la forme 

p-\-qx-^ry-^ sxy = o ? 

La réponse est presque immédiate. D'après ce qui précède, il est n(fcrs- 
saire certainement que les invariants de X soient égaux aux invariants 
de Y, mais il est facile à voir que cette condition est aussi suffisante. 

En effet, on peut remarquer d'abord que cette égalité des invariants en- 
traîne' aussi l'égalité des rapports anharmoniques des racines de X = o cl 
des racines de Y = o. 

Ce fait bien connu, nous allons le déduire ici des formules qui donnent 
la résolution de Téquation X = o, dont nous aurons besoin encore dans la 
suite. 

On a d'abord à calculer les racines w', u\ u"* de l'équation cubique 

(!) 4w'— Sw — T=:0. 

Ensuite on a à calculer les racines carrées 



m' r:z y/a} — a^Ut — «o"'» 
( '*• ) { m" =1 y/a J — a,, «j — «o "* » 



mais, à cause de la relation 

(3) m' m" m" :=: — \('2a\ —Za^a^a^-^- ajaj), 

on voit qu'on peut exprimer par exemple m" rationnellement au moyen de 
/// et m" . 

Les racines de X — o sont alors données par les formules 



(4) 



/ GqXx = — «i 4- m' -h m" -f- m'^ y 
aovCî = — ^1 -h m' — m'' — m'^, 

«0^4 1= — a, — ni' — m" -h m'^ . 



SUR UNE TRANSFORMATION LINÉAIRE. K.5 

Ces formules conduisent directement à cette conséquence que les rap- 
ports anharmoniques de ar,, x^^ x^^ Xj^ s'expriment rationnellement par les 
racines u\ u'\ u!". En effet, on trouve, par exemple, 

(l .2.3.4) = X=: 

OU bien 

Xzz: 

(5) {l-X = 



a' — 


u" 


h' 


u' 


u' 


u' 


u"-- 


-u' 



m'* 


m^» 


m'* 


— m"* 




I 




X 



u' — u" I u' — u" 



a' — 


u" 


> 


u'-^ 


u' 




u" 


^m 


> 


u"^ 


u' 





I-X" 

> — 1 II''— g^ > 

Or, comme Téquation Y = o donne lieu à la même équation résolvante 
en w, on voit bien que l'égalité des invariants entraîne l'égalité des rapports 
anharmoniques. 

Ce point étant établi, supposons 

^ï — ^3 . ^\ — ^k y\ y% , y\ — ^4 

x^—x^'x^—x^ "~ /,— 73' y\—yC 

et supposons qu'on détermine les coefficients/?, q^ r, s dans la relation 

(6) p-hqx -{- ry -\- sxy = o, 

par la condition que, pour 



x^x^, y = yi 



9 



x = Xi, y=yiy 
x~x^, y = y2, 

on aura aussi nécessairement, pour x= x^jy =y^. 

La substitution (6) donnera alors nécessairement un résultat de cette 

forme 

dx _, dy 

où c est une constante. Mais maintenant les invariants de cY doivent 
encore être égaux à ceux de X ou de Y, ce qui donne 

d'où l'on conclut c = -+- i . 
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Nous venons de délermincr les coefficients /?, q^ /% s (ou plutôt leurs 
rapports) par la condition de la correspondance des valeurs suivantes de x 
et de y : 

^ XzrzX^, .rj, J?3, J";, 

(i) ) 

' 7 = 7i» Jî> /3> .n; 

mais, à cause de 

(!.2.3.4) = (2.i.4.3)=(3.4.i.a) = (4-3.2.i), 
il est clair qu'on aurait pu établir les correspondances suivantes : 

X ^^ X^^ ifj, J!*3, .7*^, 

(II) 

7 = Ji. Jt. .n» J> 



f m 



( «^ «^1» -^2» -^S» '^Vï 

(III) 

' y = yiy j*» ji> jiî 

( ^'^=J^iT .X'2, J"3* J^4, 

(IV) 

Nous obtenons donc le résultat suivant : 

Pour qu'il soit possible de satisfaire à Téqualion différentielle 

dx _ ^ dy 

par une relation de la forme 

p -\^ f/x ^ ry -h sxy = o, 

il faut et il suffit que les invariants de X soient éji^aux aux invariants de Y; 
et, si cette condition est remplie, il existe toujours quatre relations de cette 
forme qui satisfont à Téquation différentielle. 

On peut nommer ces relations des intégrales linéaires de l'écpiation diffé- 
rentielle, et notre but principal sera maintenant d'approfondir au point de 
vue algébrique la détermination de ces intégrales linéaires. 

Il faut remarquer, en effet, que, d'après ce qui précède, on peut bien 
écrire directement ces intégrales linéaires, mais à condition d'avoir résolu 
d'abord les équations X = o et Y == o. Les opérations non rationnelles né- 
cessaires pour cela sont d'abord la détermination des trois racines ;/', m", il" 
de ré((uation cubique en ;/, et ensuite on a à calculer encore quatre racines 
carrées. 
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Mais, comme on vient de reconnaître que le problème admet toujours 
quatre solutions, la solution doit dépendre d'une seule équation du qua- 
trième degré, et ainsi il doit être possible d'obtenir rationnellement ces 
intégrales linéaires après avoir calculé les racines d'une équation cubique 
et deux racines carrées. 

Ainsi, au point de vue algébrique, la méthode qui consiste à passer par 
les racines de X ^ o, Y = o n'a pas toute la simplicité possible. 

Mais, avant d'aborder le problème que nous venons de poser, il convient 
de compléter encore par quelques remarques ces considérations prélimi- 
naires. 

4. Nous avons vu que les rapports anharmoniques des or,, a^j, ^s, ^» 
s'expriment rationnellement au moyen des racines w', w", u"*. Or, dans les 
formules (4), les racines carrées doivent satisfaire à la relation (3) et par 
conséquent il est permis de changer à la fois le signe de deux de ces racines 
carrées. Il est clair qu'un tel changement de signes revient à une certaine 
permutation des racines x^^ x^, X3, x^ et l'on conclut maintenant que ces 
permutations sont précisément celles qui laissent invariable le rapport an- 
harmonique. 

Il est facile à trouver directement l'équation du sixième degré qui déter- 
mine les rapports anharmoniques. Les coefficients de cette équation sont 
évidemment des fonctions symétriques de u\ u'\ u" et s'expriment ainsi 
rationnellement par S et T. 

Les équations (5) donnent facilement 

3«'=:(«'— a'')(i-hX), 
Z u" = {u' — u") {-{- \ — il), 

et, en substituant ces expressions dans les relations 



il vient 



donc 
(8) 



9S=i:-+-4(«'~tt'')'3(l-XH-X«), 
27! = 4(«'— «')* (IH- ^) (- a H- X) (I - 2).) ; 



ti-X+X»)* 




(a-.X)*(i — aX)» 
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On vérifie directement que le second membre ne change pas en rempla- 
çant X par 5- ou par i — X. 

La résolution de cette équation du sixième degré, nous le savons, ne 
renferme pas de plus grandes difficultés que la résolution d'une équation 
cubique. En eflct, ses racines s'expriment rationnellement au moyen de i/', 

S' 
w", w"; mais, comme l'équation (8) ne renferme que le seul paramètre =q 

qui est un invariant absolu, il vaut mieux introduire aussi dans réquation 
cubique ce seul paramètre. 
Soit donc Sw = Ti^ : il vient 

et, en désignant par t^', p", v'^ les racines, on a 

t)' — 1»*' 

Lorsque Téquation X = o admet une racine double, les valeurs du rap- 
port anharmonique sont 

oc, oc, 1, I, o, o, 

et ainsi Téquation (8) doit se réduire à 

On voit que cela exige que S'— 277^ = o, et Ton sait en effet que le 
discriminant de X est égal à 2jG(S'— 27 T^). Comme conséquence, on peut 
écrire, au lieu de (8), 

S^ " 27!^ ~ S»— 27T* 

5. Considérons maintenant les cas particuliers que nous avons déjà énu- 
mérés dans le n^ 2. 

A. X = — 1 (ou = 2, ou = ^) : 

Dans ce cas on a X = y II semble donc que, pour transformer au moyen 

d'une substitution linéaire ^ en ±: -i> on puisse employer non seulement 
les correspondances (I), (II), (III), (IV) du n" 3, mais encore les sui- 
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vantes ; 



(I') 



^f^ ^^^"^ ^^ ^^ ^f^ ^f^ 



(II') 



(III') 



(IV) 



7 = Ji 
7 = 71 

«27 — «3?j 



I 7 = 74 



î» «^a 



7î> 7* 



7i> 73 



Xf, Xi 



y^y 7î 



^2> *^i 



7»' 7i 



j: 



7 



X 



X 



7 



Faut-il en conclure que dans ce cas exceptionnel il existe huit substitu- 
lions linéaires qui transforment --=:. en ± -^t II n'en est rien. En effet, 

l'équation (8) montre qu'on a dans le cas actuel T = o. Mais alors les rela- 
tions (7) se réduisent à 

et Ton peut en conclure seulement c = dr i . 

Donc, dans le cas T = o, il n'existe pas seulement quatre intégrales li- 
néaires de l'équation différentielle 






^ri 



mais il y en a autant qui donnent 

Les unes seront données par les correspondances (I), (II), (III), (IV) et 
les autres par les correspondances (F), (II'), (HI')) (IV'). 

Le second cas : 

B. X = I -h £ (ou = I -+- £^), donne lieu à des remarques analogues. 
L'équation (8) montre que S = o, et les relations (7) se réduisent à 



d'où l'on peut conclure seulement c = i, c = e, c = e^. 

II. — Fac. de 7*. 



K.2 



K.io 



Chacune des trois équations 



T.-J. 
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> 

dx 


y/Y 


dx 

y/X- 


yTY 


dx 

y/X 


y4»Y 



admettra quatre intégrales linéaires. Les unes sont déterminées par les 
correspondances (I), (II), (III), (IV) et les autres par celles-ci 



X -.- J, If 


^2» 


»^'3> 


•^n 


y - ji» 


73, 


7*. 


7«; 


X — - X\ y 


.rj, 


«î, 


•f;, 


y — y t. 


7v» 


73, 


7i; 


X —- JTj, 


^1, 


•rj, 


•n. 


y - j3. 


7ii 


7j. 




X ^^-^ X^ y 


^Tj, 


•Tj, 


•**;, 


y—y^y 


72, 


7>» 


7»; 



d7 — Xi, 


^2> 


d7„ 


J"*. 


7-7i. 


J'*» 


>'2. 


7.; 


»27 — oF| f 


^2, 


J™3, 


•^4» 


7 ~ 7i. 


73, 


7l> 


7»; 


J7 — X^f 


^-2, 


•2^3, 


a^t, 


y - 73, 


72> 


7*> 


7i; 


X X^y 


Xij 


•rj, 


**) 


y — 7*, 


7i> 
1 


^'»> 


7«- 



6. Comme application des considérations précédentes, considérons la 
réduction à la forme nonnalc 



dx 



M^/k 






V('-7')(i-^'y) 



I I 

I, -^ -+-7.' — H 



M étant une constante. Le rapport anharmonique de - 
étant y-— -T. ) > il faudra déterminer k par la relation 

On trouve ainsi deux valeurs réciproques de A; à chacune d'elles corres- 
pondent quatre substitutions linéaires, et, si l'on se souvient que X a six va- 
leurs, il semble qu'on obtient ainsi 4^ substitutions linéaires qui réduisent à 

dv 

la forme normale la différentielle — .• Mais il faut remarquer que le change- 
ment de X en y correspond au changement de A* en — A:; par suite, le nombre 
des substitutions linéaires se réduit à vingt-quatre, et le nombre des valeurs 
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de A' est six, qui sont réciproques deux à deux. Si ± k est Tune des valeurs 
du module, les autres sont égales à 

1, :^(l±^\\ ±:fi:=i|y, zh^l-^-MV, ^(lui^ 

Une autre méthode, plus simple à beaucoup d'égards, consiste à poser 
d'abord 

dx ^\dy 

Les racines de Y = o sont i , ^î > o? ^- Leur rapport anharmonique est k] 

et Ton a ainsi 

k\ ^ l. 

On voit qu'ici la signification de /cj est beaucoup plus simple que dans le 
premier cas. On trouve encore six valeurs de k] et vingt-quatre substitu- 
tions linéaires. En posant j^ = z^^ on est ramené à la forme canonique ordi- 
naire. Mais il faut remarquer que, si les coefficients de X sont réels et qu'on 
veuille avoir une valeur de /cj qui soit réelle et comprise entre o et i, cette 
seconde méthode n'est applicable que dans le cas où les racines de X = o 
sont réelles. Mais il n'entre pas dans nos intentions de discuter ces substi- 
tutions en ayant égard aux limites entre lesquelles x ci y sont variables; 
c'est une discussion qu'on trouve dans les Traités des fonctions elliptiques. 
Constatons seulement, en terminant ces considérations préliminaires, que 
les intégrales linéaires de 

dx __ . dy 



v/(i - x^) (I - k'x^) V^(i-y)(i-A-V) 

sont 

X — y^zo, x-i-y:=Qy I — kxyz^Of i -^ kxy =^o. 



DÉTERMINATION DES INTÉGRALES LINÉAIRES DE l'ÉQUATION -^ =± -^^ 

y/X v^Y 

7. La méthode la plus directe pour résoudre le problème proposé consis- 
terait à eflcctuer la substitution 

P'\'qx-\-ry-\-s xy = o 



K.I2 
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p -r- r V 



OU 



On trouve ainsi par idcnlificalion 

ips — grybi=: r^pao— r^{^ps 4-<7r)a, H- 3rs{ps -{- qr)ai 

-- s-(ps-h Zqr)a^'\- s^qa,,y 

(ps — qrYb^—r^p^aQ— 2rp(ps -+- <7r)aj H-(/>*5*4- <7*5*-h 4/><7'**)«j 

— 2qs(ps -\-qr)a:i-hq^s^a^y 

(ps — qrYb^z=i rp^aQ — p^{ps -hS^/*)», H- ^pq(ps -f- qr)ai 

— q^(3ps-hqr)a3-{- q^sa^y 

(ps — qr y b^ = p^ ^0 — V 7«i 4- 6/?' ^' ^, — 4/^7* «3 "^ <7* «*• 

Ces cinq relations, à cause de l'égalité des invariants de X et de Y, se 
réduisent à trois relations distinctes seulement, et le problème qui consiste 
à déterminer les rapports des quantités/?, q^ /-, s est déterminé. 

Mais c'est une voie bien différente qui nous conduira à la solution du 
problème. 

8. Nous aurons à nous appuyer dans ce qui suit sur certains résultats de 
la théorie algébrique des formes biquadratiques, pour lesquels nous ren- 
voyons le lecteur aux Mémoires classiques de M. IIermite Su?' la théorie 
des fonctions homogènes à deux indéterminées ^ dans le tome 52 du 
Journal de Crelle. 

Désignons par 11^. le hessien de X 



I44 






ôx ôx' 

ô'\ 



II 



ôx' ôx ôx'- 

H-(ao«4-+-2rtia3 — 3aJ)j7'-h 2(a,a4-- «2^3)»^ -+-(^1^*"" ^3)' 



et par J^ le covariant du sixième degré qui est le jacobien de X et de H, 





du:' 


«)Hx 


«)Hx 



ôx ôx' 
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Les covariants sont lies par la relation 
d'où M. Hermite a tire cette conséquence importante, qu'en posant 



"=-x 



il vient 

2 dx ±: du 



Désignons maintenant par H^, J^ les covariants de Y; en posant 

Y ' 

il viendra de la même manière 

2 ^/k ± ^(^ 



Il est évident par là que la relation w = p, c'est-à-dire 

satisfait à Téquation différentielle 

dx _i_ ^>' 

Cherchons à approfondir maintenant la nature de cette intégrale parti- 
culière. 

Pour cela, considérons d'abord le cas particulier 

X=:(i-a:*)(i-A:»^*), 
Y:=(i-7«)(i-A:y). 

On trouve par un calcul facile 

\YLy-\Y!L^^\{i-k^y{x^y){x-^y){i--kxy){i^kxy) 

= 1(1 — k^y {ocy'-^yx') {xy'-^yx') (^y — kxy) (^'/+ kxy). 

L'intégrale 

XHj.-YH;,= o 
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a donc une nature toute particulière; on voit qu'elle se décompose ainsi 

X — /^o, j?-hj' = o, I — kxy=.o^ i-\- kxy=.o^ 

et elle résume donc les quatre intégrales linéaires de l'équation différen- 
tielle. 

9. II est facile maintenant d'étendre ce théorème au cas général et de 
montrer que 

est égal au produit de quatre expressions linéaires de cette forme 

p -\-qx -h ry -\- sxy^ 

et alors il est clair que notre problème revient simplement à décomposer 
XII_^. — YIIj. en quatre facteurs. 

En effet, c'est là une conséquence de ce fait que II, 11^., Y, H^ sont des 
co^-^ariants. 

Nous savons que, par une substitution 

X a. ri -h {3.r', 



•s » 



X yai-Hour, 

on peut réduire 

— _^ a la forme canonique 



Par une substitution analogue, on réduira 

— à la forme canonique ^ 



v/Y ^/C(,_Jî)(I-^^xî) 

et, à cause de Tégalité des invariants de X et de Y, on peut faire en sorte 
qu'on ait la même valeur de A'^ dans les différentielles transformées, et alors 
on a aussi nécessairement C = C. On est ramené ainsi au cas particulier 
que nous venons de considérer, et, si l'on écrit 

C(i-r5)('-^Vî)--Y„ 



on a 



— i(, _ k}YO{x^y\ -y^x\ ) {x^y\ ^y^x\){x\y\ — kx^y^) {x\y\ -t- kx^y^). 
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Mais X, s'obtient en remplaçant dans X 

X par a^, -+- py, , 
x' par yj^i-h èx\^ 

et en divisant ensuite par (aS — Py)^* Ainsi l'on peut écrire 

et, en vertu de la propriété caractéristique des covarianls, on trouve aussi 

H,=z(aô-(3y)«n:r.. 

On aura de même 

Y=(a'ô'-P'/)^Yi, 

Par conséquent, pour avoir XH^— YH^., il suffît de remplacer dans 
l'expression de X,H_^^— Y, 11^^, x,, x\^y^^y\ par leurs valeurs en x^x\ 
y y y' tirées des relations 

X =1 a^i-+- P^i» 
x'=. yx^-^Qx'^'y 

et de multiplier par (aS — PY)^(a'S'-- p'y )^* ^^ aurait même pu sup- 
poser égaux à l'unité les déterminants des substitutions. Il est clair que 
l'expression ainsi obtenue se présente bien sous la forme d'un produit de 
quatre expressions, telles que 

px' y '\- qxy' -k- ryx* -^ sxy=^p -\-qx -h ry -h sxy. 

Ainsi nous pouvons énoncer la propriété suivante : 

Lorsque deux formes biquadratiques X, Y ont leurs invariants égauxy 
alors V expression 

XIIj.~YHa: 

est décomposable en un produit de quatre expressions de cette forme 

p 4- qx 4- rj -h sxy^ 

et y en annulant ces facteur s j on obtient précisément les quatre intégrales 
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linéaires de V équation différentielle 

dx dy 

10. Il faut donc étudier celle décomposition de 

XHy-YHx. 
Rappelons d'abord les relations identiques 

4Hi - SIIxX' + TX' =r - J« , 
4 H» - SHy Y' 4- T Y' = - J«. 

En désignant par «', «", u" les racines de l'équation 

4 m' — Su — T = o, 

on voit par là qu'on a 

4(H.+ «'X) ( II,+ i/X) (H^-f- i/'X) =. - J*, 
4(H^H-«'Y)(H,,4-«''Y)(H^-t-f/''Y) = -j;.. 

Or, Hj. et X n'ayant pas de facteur commun en général, les facteurs 
H,+ </'X, Hj.H-«'Y, ... sont nécessairement des carrés parfaits (Her- 
MiTE, loc. cit., p. i5, iG). Posons donc 

/ II,+ «'X = <p'i, 
(9) II^+«''X=r9;», 

! ii,+ «-x = ?:;', • 

l H,. -h «' Y r:^ 9;S 
(10) j Hy-t-M'Y^:?;?, 

( H,.+ «'Yi:r(?7, 

?.rJ ?!r' %■ seront des polynômes du second degré. 

Nous cherchons à résoudre l'équation XH^ — YH;j= o par rapport à x 
en y regardant y comme connu. On a donc 

X _ Hj _ H:,+ m'X _ Hx+M ^X _ Hx+«'X _ 
Y "" \\y ~ Uy-t- « Y ~ VLy+ «"Y ~ Hy4- t/'Y ~ ' 
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et, par conséquent, 

/ 9;,= M 9;, 

(iO 9;=M9;, 

( 9x=M9';. 

Si nous ajoutons ces équations après les avoir multipliées respectivement 
par (u" — u"')(f'y.y (w'"— w')ç^, (w'— w")9^, il vient, eu égard aux for- 
mules (10), 

(«^-«'^)9i9'^4-(£^''-e/')?;9X"'-"")?;9;=o. 

C'est là une équation du second degré qui doit admettre au moins une 
racine de X 11^ — YHj.= o; mais on constate que cette équation du second 
degré a ses deux racines égales. En effet, la différentielle 



se trouve égale à 
ou à 

et s'annule par conséquent. 

Nous obtenons donc ce résultat, qui donne la solution du problème pro- 
posé : 

L'expression 

est, sauf un facteur constant, le carré d'un des facteurs de XH^. — Y Hj.. 

Sous une forme légèrement modifiée, nous pouvons dire qu'on a d'abord 
à calculer les fonctions ^', ^", ^''^ par les relations 

^'^ = (H,,-+- u' X) (Hj.4- u" Y), 
Y^= {U^^ u^X) {Uy-\- «'Y); 

ensuite on aura les carrés des facteurs linéaires de XH^— YH^ (sauf des 

II. — Fac. de T. K.3 
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facteurs constants) sous la forme 

Il est clair qu'on obtiendra bien ainsi les quatre facteurs de XII^. — YHjp; 
car, en changeant à la fois les signes de 'Y y ^^, '^j on obtient la même inté- 
grale linéaire de l'équation différenlielle 

dx dy 

Quelles sont maintenant les opérations irrationnelles qu'exige cette dé- 
termination des intégrales linéaires? D'abord on a à calculer les trois racines 

de l'équation cubique 

\ /^» — s // — T = o; 

et ensuite on voit que la détermination de chacune des fonctions '^', ^"^ ^'^ 
(\\ige le calcul d'une racine carrée. Mais il est à noter qu'on peut multiplier 
l'expression (A) par un facteur constant quelconque. En multipliant donc 
par une des racines carrées à calculer, on voit que le calcul de deux racines 
carrées suffit pour obtenir, sous forme explicite, les intégrales linéaires. On 
])eut remarquer que le coefficient de x'*y\ dans l'expression de ^'^, est 

el ainsi les fonctions 'j»', vp", Y' s^>"^ connues après avoir obtenu les racines 
carrées 



/•" zzr V(rto^/2 — ^î -+- ^of^")(bobi — ^ï -t-^y//"), 



r^^s^iff^a. — ^î -h «o"") (^0^2 — ^î -+- ^ow"). 

Mais le produit de ces trois racines carrées est égal, au signe prés, à 

î ( rt J «3 — 3 flo ^1 «2 -H 2 a J ) ( ^5 />3 — 3 ^0 ^1 ^j -+- îi ^ î ) , 

et ainsi r"' sera connu dés qu'on connaît r' et r". Toutefois, il peut arriver 
que le terme avec x*y^ manque dans '>j^'^, vp"^ ou ^j/"'^, mais, en tout cas, il est 
clair, par ce qui précède, que le calcul de deux racines carrées et la con- 
naissance des racines w', w", u"^ permettent d'obtenir les intégrales linéaires 
cherchées. Cette solution jouit donc, au point de vue algébrique, de toute la 
simplicité compatible avec la nature du problème proposé. 
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EXAMEN d'un CAS PARTICULIER. ÉQUATION d'eULER. 

11. On peut donner une autre forme à la solution du problème et la 
faire dépendre directement d'une équation du quatrième degré. Mais, 
pour reconnaître l'intérêt qui s'attache à cette seconde forme, il est utile 
d'étudier d'abord le cas particulier où l'on a 

Ui — bi (i = o, I, 2, .. ., 4)> 

en sorte qu'il s'agit de la détermination des intégrales linéaires de l'équation 
d'Euler 

, . dx^ dy* 

(12) — 



aocT^H- 4fl^i^'-+- 6a,a:*-+- 4«3^ -+- «^ aQy^-\- 4«i j' + ^aj/'-t- 4«3jK 4- 04 

Il est clair que, dans ce cas particulier, on obtient '^^ ^'\ ^'^ sans avoir à 
extraire aucune racine carrée, et la connaissance de m', u\ u" suffit. 
Prenons pour 'j»', ^", ^'^ les valeurs 

d»' =z(aoa|— a\ 4- a^u^ )x^y^-\-, . ., 
^^ ^{^a^a^ — a\ -^ ao u" ) x^ y^ -\- . . ., 
i^'^zz-^a^a^ — a\ -^ aou'')œ^y^-\-. . ,. 

On peut d'abord mettre ces valeurs de ^', ^'% ^'^ sous une autre forme. 

Il est clair que ^', par exemple, est symétrique en x et y, et de plus, si 
l'on pose y = Xj ^' doit se réduire à H-p-Hw'X. Or, si deux polynômes 
doublement quadratiques et symétriques en a; et y coïncident entre eux 
pour x=yj ils peuvent différer seulement par un terme X(a; — yy. Il 
suffit de les écrire explicitement pour reconnaître l'exactitude de cette pro- 
position, qui est due à M. Halphen. 

Mais la seconde polaire de H-p -H w' X 

12 L*^ djc^ -^ dxdx' "^ da:'^ J 

est d'abord symétrique en a? et y et se réduit aussi kH^-h u'X pour x =^ y. 
On a, par conséquent. 

Il reste à déterminer X'. Cette détermination pourrait se faire déjà ici en 
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cairulaiit fJiroctcmcnt le coefficient de xy dans •}' : on trouverait ainsi 

Al. _ A» 
/. = 2 -^-î i, 

OÙ l'on a suppose 

Mais il existe une expression beaucoup plus simple pour A' qui s'offrira 
d'elle-même» dans la suite. Nous nous bornerons donc à observer que X' 
doit être une fonction rationnelle de u\ et peut des lors se mettre sous la 
formf» d'un polynôme du second defçré en w', 

/. z= 2 a // * -t- ,i « H- y. 
Posons, pour abréger, 

\lh— v' -r-T- H- 2 )• -j T—, 4- -.— r,- > 

Ja* ^ dx Ô.V ôx * 

12/= V* -rr—r -H 2 V -r r— , -f- -r— ^ , 

en sorte que A et/ sont les secondes polaires de H^ et de X, on aura, d'après 
ce f[ui précède, 

•y = /i -HM7-h(2 5c//'* -h>' -H-/)(x-/)% 

'/ ziz A 4- uf 4- (2 a//"» 4- ?«" -h 7) {x — v)*, 
'7= // H- fiVH- (2aw''*-h ^^/'-t- y) (or -7)». 

Les carrés des facteurs de XH^— YHj, sont, en général, 

H- (m''- M'^)'y— (w'^— w')y— (w'— w")'!'^, 
-(//"— M'')'y — (m"— w')'y-H(M'- w")'!". 

La première expression se réduit évidemment à 

et donne ainsi la substitution linéaire x — y = o. Cette solution était évi- 
dr*nte a priori. 

La seconde expression devient égale à 

— 2a(M'— !/")(«'— er)(f/''— M")(.r— 7)'H-2(w''— f/'^)y 
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OU bien, en divisant par i{if — w"), 

mais on a évidemment 

en sorte qu'on obtient 

Ici se présente maintenant le moyen de déterminer les valeurs de a, [3, y 
par cette condition que l'expression précédente doit être un carré parfait. 

12. Considérons l'expression 

où C est une constante quelconque. On peut écrire 

^ = P^«4-2Q7-t-R4-C(^-/)S 

12 dx^ 

„ I ()Mîïx+"'X) 

12 Ox'^ 

et le discriminant A de ^est 

(Q - Cx)«-(P -h C) (R -+- Ca?«), 
c'est-à-dire 

A = Q«— PR — (P.T«-+-2Q^-^R)C. 

Or il est clair que 

Pa?« -+- 2 Q J7 4- R = H;^ 4- a'X. 

D'autre part, PR — Q^ est le hessien de Ha- -H w'X et l'on sait qu'en gé- 
néral le hessien de aX -h bW^ est égal à 

{voir Hermite, loc. cit., p. 33-35); donc 
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Mais Hj,— i/'X est un carré : donc le hessien ne s'en distingue que par un 
fadeur constant et 

Il vient donc 

On voit par là que l'expression r n'est un carre parfait que pour la seule 
valeur 

et l'on doit avoir 
donc 

3C = I, 3 = 0, y = — {5, 

>'=:2a*— JS. 

13. Voici un moyen plus direct pour déterminer //. Écrivons A' au lieu 
de C, en sorte que 

•y = (P-//;v=-r-2(Q — //jr)v-+-R-f->/xS 
A = (,«iS-i/'«-//)9:;. 

Mais nous savons que y' = ^^^^ : donc nécessairement 

P~>'=.a9;, Q_}/x=.59^, R-^À'x«=-/9;, 
d'où 

La comparaison des deux valeurs de A donne 
mais on sait que 

ce qui fournit de nouveau la valeur de //. 



(^ ) Cciii; valeur de l'invariant de r^'j. se trouve sous une forme légôrement différente daos 
le M<'*inoire de M. Hermite; voir, p. i3. la valeur de \ et, p. i5, la relation entre «p et 4*- 
( roiV Ciel) se II, iSinure Formen, p. \'}Z.) 
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14. Voici donc le résultat final auquel nous arrivons : 
Les iniégrates linéaires de l'équation différentielle 

aoJ?*-+- 4«i-2;'-H6a,a:*-|-4«j-P -H «4 ~~ «oJ*-l- 4«i7'-H ^^i/'-H 4^3/ H- ^4 

sont d'abord x — y = 0^ et les trois autres s'obtiennent en posant 

/i -+- e//-t- (^ S - i/«) (a: -7)» = o, 

où il faut déterminer u par l'équation cubique 

4"'— Sw — T = o. 

Sauf un facteur constant y le premier membre est alors un carré exact, 
et la relation entre x et y se réduit donc à cette forme 

On peut envisager ce résultat sous un autre point de vue. Quelle est, en 
effet, rintégrale générale de Téquation différentielle (12). Cette intégrale a 
été obtenue déjà par Lagrange (^Œu^res, t. II, p. 18); mais M. Cayley Ta 
mise sous cette forme élégante (*) 

C étant la constante arbitraire. 

Cette expression se déduit de celle que nous venons d'écrire en rempla- 
çant u par C. En général, le premier membre n'est pas un carré parfait : 
ainsi à une valeur donnée de x répondent deux valeurs de y^ l'intégrale 
n'est pas linéaire. Mais, si l'on pose C = m', u\ u!\ on trouve trois intégrales 
linéaires; la quatrième, a; -— j^ = o, répond à C = oo. 

15. En partant de cette intégrale générale, on aurait pu trouver notre 
détermination des intégrales linéaires d'une manière beaucoup plus simple. 
En effet, cette intégrale générale peut s'écrire 

ij^* ( a a:' -t- 2 h a: -+- g) 
V-.., , -+-2/ (hx»4-2b^-t-f ) 

-»-(ga?*4- 2 f X4- c)=o, 



(*) Voir aussi Lagverre, Bulletin de la Société mathématique de France, t. I, p. 35. 



a = '7,^. — <t: — C'7,. 

^ -^ 2,'7.-— J 7^<7, — j'J: — L-7. — I j^? — •.- - 

r, =1 KT.n^ — a: — C-7,. 

f =r j ^ <7. '7.'7; L-J;. 

2=- ^j<7.— îa:^;— i'7; — C-Ij— .-^S — 1--, 

♦ -^''->f. ^n : p--Ution doïihI-Tn^-:nt qij.îJr;iti'jae et symêtri«pie en r et \\ que 

/•'jfi pi»:*r -:i:nr-=: ^ous I-^s derj\ tormos 

P^-l'-r d-:j^ -4 obsrrv': '{non en tire 

rfMÎ*. c:orrirrie notre reUtion est linteCTale jrénérale de -r^:- = -~-t on doit 

^ ^ X 1 

Bi-A^Q=eX 
'•t de rnêrne 

B* — Aj,Cj.=:eV. 

("f'^,i ce qu'on vt-rifie f;icilernent. et la valeur de est 



a 



= e = i?-iSC-iT. 



Ou H le* reUtionrî identiques 

/7,e = h= — a?, 

4/7jB = 41^'* — 2af — 2gh. 

C/7,e — ih«— 2hf — ac — g-, 

i/7^B=z: ihf — 2Ch — 2fg, 

^TiB — f*-cg; 
d'où l'on tire facilement cette conclusion que, pour0= o, 

f>.i uu carré parfait, et l'intégrale générale se réduit alors à une intégrale 



SUR UNE TRANSFORMATION LINÉAIRE. K.25 

linéaire qu'on peut écrire ainsi 

IG. On a retrouvé ainsi, d'une manière très simple, le résultat de tout à 
rheure ; mais, si cette méthode est simple, elle est, par contre, moins générale 
que notre première méthode; car on ne saurait l'appliquer dans le cas gé- 
néral, l'intégrale générale de 

(.5) ''^^ ''^■' 



n'étant pas connue sous une forme analogue à (i3). Cependant il y a un 
second cas qu'on peut traiter ici en s'appuyant sur une remarque de 
M. Gayley. 

Désignons par OR/ le premier membre de la formule (i3) et remarquons 
que orc est aussi quadratique en C. En considérant G comme variable aussi, 
on aura 

et, d'après ce que nous avons vu, 






et, comme l'a remarqué M. Gayley, 



(^OÎL 



^^.=±V/XY; 

donc 

dx ^ dy , dC 



v/x v^ v^ 



o. 



En considérant donc G comme variable, y comme une constante arbi- 
traire, la relation (i3) ou (i4) est l'intégrale générale de l'équation diffé- 
rentielle 

dx___^ dC 

s/X v/4C=»-SC-t' 

et, pour avoir les intégrales linéaires de cette équation, il suffit de résoudre 
l'équation Y = o ou, ce qui est la même chose, l'équation X = o. Ge résultat 

II. — Fac. de T. K. ^ 
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tain nombre d'autres variables ; nous aurons 

(8) ^[E(U~TS)] = E^-ET^-ES. 

Supposons qu'il s'agisse d'un système primitivement en état d'équilibre, la 
modification infiniment petite considérée sera, réversible; elle mettra enjeu 
une quantité de chaleur SQ, et le principe de Garnot-Clausius donnera 
[égalité (2)] 

tandis que le principe de l'équivalence donnera [égalité (i)] 

L'égalité (8) deviendra donc 

d 



dT 



[E(U-TS)] = -ES-dC„ 



ô^e étant le travail accompli par les forces extérieures qui sollicitent le sys- 
tème lorsque la température varie de ST, les autres variables qui définissent 
le système conservant leur valeur. 

Si, en particulier, ces variables sont choisies de telle sorte qu'aucun tra- 
vail externe ne puisse être effectué dans le système si elles ne changent de 
valeur, on aura 

et 

(9) ^[E(U-TS)]=-ES, 

égalité applicable à tous les systèmes pris dans un état d'équilibre. 
M. Massieu a, le premier, signalé l'importance de cette égalité. 

Faisons-en une application au cas qui nous occupe. 

Supposons qu'un système, primitivement en équilibre, subisse un dépla- 
cement infiniment petit de ses diverses parties. Nous aurons 

as=-^ô(u-TS). 

Mais 8(U — TS) peut, dans ce cas, être remplacé par la variation que subit 
le potentiel des actions mécaniques internes du système. Si ces actions mé- 
caniques sont indépendantes de la température, il en sera de même de leur 

II. — Fac. de T. L.2 
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polontioK el Ton aura, par consèquenU 

o^ = o» 
00 qui pout oncoro j'ôcinre 



^■K 



or ^=: o. 



Ainsi, lorsque les actions mècaniqurs que dn erses parties d'un système 
exercent tes unes sur tes autres /!'• suivissent aucune variation pendani 
un êchaujTement du système qui taisse imarialde le volume j la forme ei 
la position de ses di^er's*^s par'ties. un déplacement sans chanscmeni 
d\*tat des diverses fmrties de ce système primitii'ement en équilibre ne 
tait pas varier l'entropie du s\'stème; il n\*ntraine aucun trairait con^— 
pensé. 

Corollaire IIL — Dans uno modillcation isothermique quelconque, on a 

^r = — 6Evl — TS — ôC, 
_-EôL ^ETcS~oe,. 

Dans les oondilions moyennant lesApelles le théorème prêcêdenl est énoncé. 
on a 






On a dono 

00 qui jvut s'ononcor ainsi : 

Dans Us K\'ndiii:ris pr-r^eJrFit.s^ l,^ (ra^aîl eur-^rcé par les actions mè- 
•;.:.% :*;j' :.-.'< înte'^.'i-'s zs: cfù! ti /.: r-.;r::z':;/i ':Âa.u::e-: dr s::^ne du pr^jduit de 
'**ç:j:*\î.'-:'i.' r\é:\zn:qu-^ '.A l,z :r..z'.''u^ p-.z^ /V/î*'r:r:V intern-.' du système. 

Cos oo:vUaLrx.*s s: simples j o::.^::î uii rMe imj-.'^rlaat dans les rapp^roche- 
luor.ts quo Ton [w.t loiitor do lair^? ontr"? Lt >ïooar.i.]uo rali «nnelle et la 
Th-:r:ii xîx namiquo. 

L-.-s u:xiinoatio::s qu'ont is^tce la Mooar.iq'-? ràtionnolîe cc-asislect exclu- 
sif •::::-;::: on dojiaoe:i:o:.:s, >.i:.s ch.tr. je::.-::.t d\l.i:. dos divor5o> p>uties 

' Va Ai >. V 

' ■ * 1 ■ ■ » t _ 
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gendrent jamais aucun travail compensé. Par conséquent, c'est l'élude du 
travail non compensé qui doit fournir en Thermodynamique des proposi- 
tions analogues à celles dont la Mécanique fait usage; il serait vain et illu- 
soire de chercher dans les exemples que nous fournit la Mécanique une 
quantité analogue au travail compensé. 

Quant au troisième corollaire, il nous montre que Ton peut, tant que 
Ton n'étudie que des déplacements sans changement d'état, confondre le 
produit de l'énergie interne par l'équivalent mécanique de la chaleur avec 
le potentiel des actions intérieures du système; que l'on peut, par exemple, 
se servir de l'énergie interne comme d'un potentiel pour déterminer les 
états d'équilibre du système; mais il faut bien se garder d'étendre cette 
manière d'opérer lorsqu'on passe des déplacements sans changement d'état 
aux changements d'état accompagnés ou non de déplacements; en d'autres 
termes, lorsqu'on passe du domaine de la Mécanique rationnelle au domaine 
propre de la Thermodynamique; c'est alors le potentiel thermodynamique 
interne, et non l'équivalent mécanique de l'énergie interne, qui joue le 
même rôle que le potentiel des actions mécaniques internes en Thermo- 
dynamique. C'est faute d'avoir fait cette remarque que l'on a été conduit à 
deux lois inexactes qui ont joué un grand rôle en Physique et que les tra- 
vaux récents de nombreux savants, en particulier de M. J.-W. Gibbs et de 
M. H. von Helmholtz, sont parvenus à grand'peine à rectifier. Ces lois sont, 
en Thermochimie, le principe du travail maximum; en Electricité, la loi de 
la proportionnalité entre la force électromotrice d'une pile et la quantité de 
chaleur mise en jeu par la réaction dont cette pile est le siège. 

4. La proposition que nous venons de développer met donc en évidence 
les relations qui unissent la Mécanique à la Thermodynamique. Ces rela- 
tions deviendront encore plus nettes par la remarque suivante : 

Dans la démonstration du théorème précédent, nous avons fait appel au 
principe des vitesses virtuelles. Il est aisé de montrer qu'inversement, à 
l'aide de ce théorème, on peut déduire le principe des vitesses virtuelles 
des principes fondamentaux de la Thermodynamique. 

D'après ces derniers principes, un système est assurément en équilibre 
stable si, pour toute modification iso thermique virtuelle de ce système, le 
travail non compensé, c'est-à-dire la quantité 

-Ea(U-TS)-HÔC., 
est nulle ou négative. 
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Sijpf>oson*-nous placé dans le seul cas qu'étudie la Mécanique ration- 
nelU% r;>!»t-à-dire dans le cas où les diverses parties du système ne peuvent 
éproijvf^r que déplacements sans changement d'état. D'après le corollaire I, 
la profK^isition précédente pourra s'énoncer : 

IJéffuilihre fVun système dont les diverses parties sont susceptibles de 
se déplacer, mais non d^épromer des changements d*étatj est assuré si 
le travail effectué dans tout déplacement virtuel de ce système par toutes 
les forces qui a fuissent sur lui est nul ou négatif. 

.Supposons que les forces extérieures qui agissent sur le système ad- 
mettent un potentiel W; l'équilibre stable du système sera assuré si le 
potentiel thermodynamique 

1>=E(L -TS)-W 

e?*t minimum k la température considérée. 

Supposons que les diverses parties du système ne puissent éprouver que 
de«4 déplacements sans chanf,'ement d'état; dans ces conditions, E(L' — TS)* 
ne diflêre r[iie par une constante du potentiel des actions mécaniques in- 
t^Tues; Û ne diffère que par une constante du potentiel de toutes les forces 
qui a^fissent sur le système, et Ton a cette proposition : 

Ij équilibre stable d'un système soumis à des forces extérieures qui 
fj/lmettent un potentiel est assuré lorsque le potentiel total des forces, 
tant intérieures qu'ex té rieur es y est minimum, 

Celte dernière proposition n'est autre chose que le critérium de stabilité 
bien connu dont on doit Tinvenlion à Lagrange et la démonstration à 
L^'j^'une-hirichlet. I-»a première rappelle Ténoncé du principe des vitesses 
virfijeJJeH tel que Causs Ta formulé le premier d'une manière complète; 
mais elle [irésenle avec cet énoncé une légère différence sur laquelle il nous 
est née^'ssaire d'insister. 

ICn .Méeani(pje rationnelle, le principe des vitesses virtuelles se présente 
c-omm^' une condition d'é([uilibre nécessaire et suffisante. Déduit, au con- 
Irait**, i\i\ la ^riiermodynamiquc, ce principe se présente comme une condi- 
tion suffisante^ mais non nécessaire^ de l'équilibre. Celle différence tient 
à la nature mèrrie du j)rincij)c de Carnol, sur lequel est fondée la Thermo- 
dynauiique. Vax Mécaniffuc, tout système pour lequel les conditions d'équi- 
libre déduites du princi[)e des vitesses virtuelles ne sont pas vérifiées est 
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étudier expérimentalement, placés à une distance comparable à celles aux- 
quelles les mesures peuvent être effectuées, exercent l'un sur l'autre des 
actions mécaniques; les expériences de Coulomb et de Gauss ont précisé la 
loi de ces actions; cette loi peut être énoncée de la manière suivante : 

Soient dv un élément du corps A et rfp, un élément du corps A, . 

Sur Taxe magnétique MM' de l'élément dv et à l'intérieur ou au voisi- 
nage immédiat de cet élément, prenons deux points infiniment voisins M 
et M', séparés par une distance dl. Au point M', plaçons une masse fictive 

[jL = — -jj^ et au point M une masse fictive égale à — [jl. De même, sur l'axe 

magnétique M,M', de l'élément rfp,, prenons deux points infiniment voi- 
sins M, et M',, séparés par une distance rf/, ; au point M',, plaçons une 

masse fictive [x, = '—^ — -qX au point M, une masse fictive égale à — (ji|. 

Les deux corps A et A, exercent Tun sur l'autre les mêmes actions que si 
toute masse fictive m du corps A repoussait toute masse fictive m, du 
corps A, avec une force F dirigée suivant la droite qui joint les deux masses 
et ayant pour valeur 



/•- 




h étant une constante positive et r la distance qui sépare les masses m 
et m,. 

Il résulte de là que les actions mutuelles des deux corps A et A, ad- 
mettent un potentiel et que ce potentiel a pour expression 

r étant la distance d'un point de Télémcnt dv à un point de l'élément rfp,, 
dl et rf/, étant, comme nous l'avons supposé dans ce qui précède, deux lon- 
gueurs infiniment petites comptées respectivement sur les axes magnétiques 
des éléments, l'une des sommations s'clendant au volume entier du corps A, 
l'autre au volume du corps A,. 

L'expérience n'a rien appris jusqu'ici sur la loi qui règle les actions de 
deux aimants extrêmement petits, rapprochés jusqu'au contact. Rien ne 
prouve donc a priori que l'on puisse appliquer cette loi aux actions mu- 
tuelles des diverses particules contigucs d'un même aimant. Nous allons 
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voir au contraire qu'une semblable extension serait absurde. Il nous suffira 
pour cela de transformer par un calcul d'identité l'expression 

al dix 

Soient X, y, z les coordonnées d'un point du volume di^ et x,, y,, z, les 
coordonnées d'un point du volume rfp, ; nous aurons 

dçz=dxdydz, 
dvx = dxx dfx dzx ; 

nous aurons ensuite 



r 




dl dix dxdyx 


^.y,^ ^i 


dx dzx 


dldlt 


dx dxx 


dl dix àx âzx 


dl dix 




r 
ôydx^ 


à'- 

dy dXx j r 


dy dyx ^ r 
dl dix àydzx 


dy dzx 




dl dix dyâyx 


dl dix 




r 
dzdxx 


az ax* r 
dl dix àz dyx 


dl dix àz dzx 


dz dzx ^ 
dl dix ' 



nous aurons enfin 



dx Jlo 

dl oil' 


dy lO, 

dl ""^n' 


dz 3 
dl dV 


dXx ^x 
dix "" ^«^ 1 ' 


dyx Hî>, 
dix OÏL, ' 


dzx __ 3, 
dl^ " Oli, 



De toutes ces égalités, il résulte que Ton a 

J'î; / d*~ d*'- d*'- 

a»- <?'- <?«- 

4-HÎ> \ <X>i T — 3 hi)î>i :5 — 3 h 3, -r — 5— J dxdydzdxxdvxdzi 

\ dy àxx ày àyx àyàzx/ "^ ' 
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Dès lors, si la loi précédente demeurait exacte, même pour les particules 
contiguës d'un aimant, les actions mutuelles des diverses particules d'un 
aimant devraient admettre pour potentiel la quantité 



J Y-'w^' 



^y Y-'d^. 



\S\^' 


d>- 
r 


i'«» 


dxdy 


D!,' 


r 


ày ôf 


ii>,' 


r 



d»- 

e' ■^—^. I dv' 



Di, / \ X' -^ — ;— , H- DS,' -: — r-, -^ S' -: — r-, / dv 



dxdz' 




ôydz' 


d'i 



X ' ^^ dz dy' ' dz dz' 

toutes les intégrations s'étendant au volume entier de Taimant. Or, nous avons 
vu, dans VËlude historique sur l'aimantation par influence que nous 
avons publiée (§ I, n*' 5), que les trois intégrales triples qui servent ici de 
coefficients à ^^ ub et G n'avaient aucun sens; il en est donc de même de 
Texpression précédente, et l'extension proposée de la loi expérimentale des 
actions magnétiques serait absurde. 

Mais il est aisé de transformer l'énoncé de cette loi en un autre énoncé 
qui puisse s'étendre aux actions mutuelles des particules d'un même ai- 
mant. 

D'après l'égalité (lo), si nous désignons par t) l'intégrale 

di dA 

étendue à l'aimant A, tout entier, r étant la distance d'un point de l'élé- 
ment dx^ dy^ dz^ à un point (a;, y, z) du corps A, le potentiel des actions 
mutuelles de l'aimant A sur l'aimant A, aura pour valeur. 







Cette dernière expression peut se généraliser et s'appliquer aux actions 

mutuelles des particules d'un même aimant, moyennant l'existence de la 

quantité 

()-Ao (^ift) d3 

-^ — ^- 3- -^ T-' 
ox a Y oz 
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INTRODUCTION. 

Les équations sur lesquelles repose la théorie de l'aimantation par in- 
fluence des corps amorphes ou cristallisés ont été données par Poisson; 
mais la voie suivie par Poisson pour les établir présente des difficultés de 
toute sorte : complication des hypothèses fondamentales, manque de ri- 
gueur des déductions mathématiques, opposition avec les faits de quelques- 
unes des conséquences expérimentales. 

Les physiciens qui, après Poisson, se sont occupés de cette théorie, et 
notamment sir W. Thomson et G. Kirchhoff, ont cherché à éliminer ces 
difficultés; mais ils n'y sont parvenus qu'en admettant d'emblée les équa- 
tions de l'équilibre magnétique comme des hypothèses primordiales, sans 
les rattacher d'aucune manière à des théories plus générales ou à des lois 
directement accessibles à l'expérience. 

Cette absence de raisons à l'appui des équations fondamentales de l'équi- 
libre magnétique est d'autant plus regrettable que des obstacles de toute 
sorte rendent fort difficile la vérification expérimentale des conséquences 
peu nombreuses qui en ont été déduites jusqu'ici. 

Dans ces conditions, nous avons cru utile de reprendre l'établissement 
de ces équations en nous appuyant seulement sur les lois incontestées qui 
règlent les actions mutuelles des aimants et sur les principes non moins 
incontestés de la Thermodynamique. Nous avons été ainsi conduit, pour 
les corps isotropes, à des conditions d'équilibre identiques à celles que 

II. — Fac. de T. L. 1 
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G. Kircilhoffiivait iinaji^inccs; dès lors, comme les équations de G. Kirch- 
lîofl' iravaieni fait Tobjct presque d'aucune étude, nous avons examine 
quelques-unes des conséqu(*nces de ces équations, examen qui nous a amené 
à rectifier quelcjues propositions introduites en Physique sans démonstra- 
tion suffisante. 

Vnuv l(»s r()r|)s non isotropes, nous avons été conduit à des conditions 
(ré(|uilil)re d'une forme nouvelle et plus compliquée que celle qu'on pouvait 
attendre. 

Notre travail n'aura assurément pas éliminé toutes les difficultés que pré- 
sente la théorie de l'aimantation par influence; mais nous espérons au moins 
([u'il aura contribué à éclaircir quelques-uns des points obscurs de cette 
théorie. 
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CHAPITRE I. 



POTENTIEL THERMODYNAMIQUE D'UN SYSTÈME QUI RENFERME 

DES AIMANTS. 



§ I. — Quelques propositions de Thermodynamique. 

1. La théorie nouvelle de raimantation par influence, que le présent 
Mémoire aura pour but de développer, repose sur l'emploi des principes de 
la Thermodynamique. Qu'il nous soit permis de rappeler ces principes sous 
la forme que nous aurons à employer dans la suite. 

Lorsqu'un système subit une transformation élémentaire, il dégage une 
quantité de chaleur dQ ; les forces extérieures auxquelles il est soumis eùec- 
tuent un travail infiniment petit d^^j et Ton a 

(i) dQ=—d{]-\-Ad(B,, 

A étant l'équivalent calorifique du travail et U une fonction de l'état du 
système à laquelle on donne le nom à^énergic interne. 

Si T désigne la température absolue que possèdent tous les points du 
système au moment où cette modification se produit, on a aussi 

(2) ^^-rfS4-A^, 

S étant une fonction de l'état du système à laquelle on donne le nom d'tvi- 
tropicy et t/N une quantité infiniment petite, toujours positive et nulle seu- 
lement lorsque la transformation considérée est réversible, quantité à la- 
quelle on donne le nom de transformation non compensée. 

Ces deux propositions si simples sont la forme donnée au principe de 
Téquivalence de la chaleur et du travail et au principe de Carnot par 
M. Clausius. 

M. J.-W. Gibbs en a déduit une conséquence presque immédiate, dont 
la fécondité semble s'accroître chaque jour. 

Posons, lorsque T demeure constant. 
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et donnons à dz le nom de travail non compensé accompli dans une trans- 
formation isothermique; nous aurons de ce travail cette remarquable 
expression 



(3) ^7 = — Ec^(U— TS)-+-c^er 



e> 



E étant l'équivalent mécanique de la chaleur. 

Supposons maintenant que les forces extérieures admettent un poten- 
tiel W, de telle sorte que Ton ait 

et posons 

(4) o=:E(U-TS)-+-W; 

Tégalité (3) deviendra 

dT^i — dÇlx 

le travail non compensé effectué durant une transformation isother- 
mique est alors la variation changée de signe d'une fonction de l'état 
du système il. 

Nous donnerons à celte fonction Cl le nom de potentiel thermodyna- 
mique du système. 

Moyeimant ces conventions, la condition d'après laquelle dN doit tou- 
jours être positif peut s'énoncer ainsi : 

Pour qu'un système dont tous les points sont à la même température 
absolue soit en équilibre stable^ il suffit que le potentiel thermodyna- 
mique de ce système ait la plus petite valeur qu'il peut prendre à la 
température considérée. 

Tels sont les principes sur lescpicls reposent les raisonnements dont il sera 
fait usage au cours du présent travail. 

L'étude de l'équilibre d'un système quelconque suppose, en premier lieu, 
la détermination de la forme du potentiel thermodynamique de ce système; 
nous aurons donc, en premier lieu, à déterminer la forme du potentiel ther- 
modynamique d'un système qui renferme des aimants. Pour y parvenir, 
nous suivrons une voie analogue à celle qui, dans un autre travail, nous a 
permis d'obtenir le potentiel thermodynamique d'un système électrisé. Cette 
voie suppose l'emploi d'un lemmc fondamental dont nous allons rappeler 
l'énoncé et la démonstralion. 
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2. Imaginons un système décomposé en un nombre limité ou illimité de 
corps finis ou infiniment petits, susceptibles d'être déplacés les uns par rap- 
port aux autres. Imaginons qu'à chacun de ces corps on ait invariablement 
lié un système d'axes de coordonnées rectangulaires. Pour connaître com- 
plètement l'état du système, il faudra connaître la position de l'origine de 
chacun de ces systèmes d'axes et l'orientation des axes. En général, il faut 
aussi connaître un certain nombre d'autres quantités : forme et volume de 
chacun des corps, état physique et chimique dans lequel il se trouve, tem- 
pérature qu'il possède en ses divers points, etc. Lorsque les premières quan- 
tités varieront seules, les autres demeurant invariables, nous dirons que Von 
déplace les uns par rapport aux autres les divers corps du système sans 
changer leur état. 

A un semblable déplacement on peut appliquer les propositions établies 
en Mécanique rationnelle pour les déplacements d'un système de sohdes 
invariables. 

Soient 

E l'équivalent mécanique de la chaleur; 

T la température absolue du système supposée la même en tous les points; 

U son énergie interne ; 

S son entropie. 

Dans un déplacement infiniment petit sans changement d'état, la quantité 

E(U-TS), 

que nous nommerons le potentiel thermodynamique internCy éprouve une 
variation 

Ea(U-TS). 

En même temps, les actions mécaniques internes que les divers corps du 
système exercent les uns sur les autres effectuent un certain travail o^/ et 
l'on a 

(5) dS^= — E(U-TS), 

égalité que l'on peut énoncer ainsi : 

Dans toute modification qui déplace les uns par rapport aux autres 
les divers corps qui constituent un système sans changer leur état y le 
travail effectué par les actions mécaniques internes du système est la 
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variation changée de signe cVun potentiel^ et ce potentiel ne diffère du 
potentiel thermodynamique interne que d'une quantité qui peut bien 
dépendre de l'état des divers corpsy mais qui ne dépend pas de leur 

position, 

La démonstration de cette proposition est extrêmement simple. 

Imposons à chacun des corps du système la liaison de demeurer dans un 
(Hat invariable et appliquons au système, devenu ainsi incapable d'éprouver 
aucune modificaticm autre que les déplacements que nous avons en vue 
d'étudier : 

1^ Des forces égales et directement opposées aux forces extérieures qui 
agissent sur lui ; 

2** Des forces qui, dans tout déplacement du genre de ceux que nous 
considérons, efFectuent un travail og| égal ou inférieur à 



EÔ(U-TS), 
de telle façon que Ton ait, pour tout déplacement de ce genre, 

(6) Eô(U— TS) — âG;>o. 

Soit Y Fénergie interne du système ainsi modifié; soit 2 son entropie; 
soit 00 le travail externe eflectué dans un déplacement du genre de celui 
(|uc nous considérons par les forces extérieures qui agissent maintenant sur 
le système. Dans un semblable déplacement, le travail non compensé effec- 
tué a pour valeur, d'après l'égalité (3), 

(7) 0T=-Eô(r-T2;)-Hde. 

Mais, par hypothèse, l'état du système a été maintenu le même avant et 
après l'addition des nouvelles forces; on a donc 

V =^ U, 

2 = 8. 

13'autre part, les forces extérieures qui agissent sur le système après Tad- 
dilion des nouvelles forces se composent : 

i" Des forces extérieures qui agissaient auparavant sur le système; dans 
la modification considérée, elles effectuent un travail Sg^; 

2" Du premier groupe de forces ajoutées; dans la modification consi- 
dérée, ces forces effectuent évidemment le travail — Sc^; 
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3° Du second groupe de forces ajoutées; dans la modification considérée, 
CCS forces effectuent, par hypothèse, le travail Se). 
On a donc 

et l'égalité (7) devient 

dT = -E3(U-TS)-{-d(B;-. 

D'après l'inégalité (6), cette quantité est nulle ou négative; dès lors, 
d'après les propositions de Thermodynamique que nous rappelions au 
commencement de ce paragraphe, la modification correspondante, entraî- 
nant un travail non compensé nul ou négatif, ne peut se produire; le sys- 
tème, soumis aux actions mécaniques qui agissent réellement sur lui et à 
celles que nous y avons adjointes, ne peut subir aucun déplacement qui 
n'altère pas l'état de ses diverses parties; les liaisons qui lui interdisent toute 
modification autre que des déplacements de ce genre assurent l'équilibre 
du système. 

Mais, grâce à ces liaisons par lesquelles chacun des corps qui constituent 
le système est supposé maintenu dans un état invariable, les propositions 
de la Mécanique rationnelle relatives aux systèmes formés de corps solides 
sont applicables au système précédent. On peut, en particulier, lui appli- 
quer le principe des vitesses virtuelles. 

D'après ce qui précède, le système est en équilibre sous l'action de quatre 
systèmes de forces : 

i*' Les forces mécaniques extérieures qui agissaient primitivement sur lui ; 

2? Les actions mécaniques intérieures que les divers corps qui le consti- 
tuent exercent les uns sur les autres; 

3° Des forces égales et directement opposées aux forces extérieures; 

4"^ Des forces effectuant dans tout déplacement virtuel un travail Sg^ égal 
ou inférieur à ES(U — TS). 

Le premier et le troisième système de forces se détruisent. On peut donc 
dire que le système est en équilibre sous l'action du second et du quatrième 
groupe de forces. 

Mais, dans toute modification du système où ses diverses parties changent 
de position sans changer d'^état, les forces du second groupe effectuent un 
travail virtuel Ss^; les forces du quatrième groupe effectuent un travail vir- 
tuel §G^ ; en vertu du principe des vitesses virtuelles, le système ne peut être 
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en équilibre sous raction de ces deux groupes de forces si Ton n'a 



Cela doit avoir lieu toutes les fois que og) vérifie Tinégalité (6). On doit 

donc avoir 

ÔÇ/<-E3(U-TS). 

Si l'on suppose maintenant qu'à tout déplacement virtuel des diverses 
parties du système on puisse faire correspondre le déplacement inverse, on 
verra aisément que l'inégalité précédente se réduit à l'égalité (6) : 

ô(?, = -Eo(U — TS), 
(|ue nous nous proposions de démontrer. 

li. Ce théorème fondamental entraîne quelques conséquences qui en dé- 
rivent immédiatement et que nous pouvons indiquer ici. 

Corollaire /. — L'égalité (3) 

o> = -EÔ(U-TS)-+-oX 

devient, en vertu de cette égalité (G), 



• • 




ce qui peut s énoncer amsi : 

Lorsqu'un système subit un cléplacement sans changement (Vctat de 
ses fli\ erses parties, le traiail non compensé produit dans ce système est 
rgal au traxait produit par 1rs actions mécaniques, tant externes qu'in- 
trrnrs, qui agissent sur les dix erses parties du système. 

Corollaire IL — Lorsqu'un système dont tous les points sont à la même 
hMn|)('uMlure subit une modification isotbermique, l'entropie de ce système 
varie dr oS et Ton donne à la quantité 

0.r =:: — h 1 or» 

l(» nom de travail compensé accompli dans la modification considérée. 
(Considérons un système défini par sa température absolue et par un cer- 
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nous avons vu {Étude historique y § I, n® 5) que la fonction 



^=y r'5^ 






dans laquelle l'intégration s'étend à Faimant A tout entier et dans laquelle 
r désigne la distance d'un point de l'élément dx' dy' dz' de l'aimant A à un 
point (a:, y, :?) du même aimant, est une fonction finie, continue et uniforme 
des coordonnées (x, y, z) et qu'elle admet par rapport à ces coordonnées 
des dérivées partielles du premier ordre. Des lors, rien ne nous empêche 
d'admettre, comme généralisation des faits d'expérience, que les actions 
mutuelles des diverses particules d'un aimant A admettent pour potentiel 
la quantité 



K 



ox oy ôz ) 



Dans ce qui va suivre, nous admettrons cette hypothèse. 
Désormais nous désignerons par la lettre t? la somme des deux fonctions 
o et iik's c'est-à-dire l'intégrale 




étendue à tous les aimants du système, r étant la distance d'un point de 
l'élément dx' dy' dz' à un point {x^y^ z^ de l'espace. Nous nommerons 
celte fonction t? \di fonction potentielle magnétique. 
Pourvu que la quantité 

dX dys\> d^ 
dx dy dz 

existe et soit finie en tout point des aimants que renferme le système, la 

fonction t? est, dans tout l'espace, une fonction finie, continue et uniforme 

de x^ y, z admettant des dérivées premières par rapport à ces variables. 

Si la quantité 

^.l> dift) d3 

dx dy dz 

m 

est en outre continue, ces dérivées premières sont continues, sauf à la sur- 
face de séparation d'un aimant et d'une substance non aimantée. Si N, et N^ 

II. — Fac. de T. L.3 
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sont les normales vers l'inlérieur ou Tcxtérieur à une telle surface, on a 

(II) -jy 4-^^ — 4îr[-^cos(N„j:)-+-ubcos(N/,7)-H8cos(N/,-5)]. 

Si enfin la quantité 

d'^^ ()i»î» J3 
d.i' ôy dz 

admet, par rapport à x, y, z, des dérivées partielles du premier ordre, 
%? admet, par rapport aux mêmes variables, des dérivées partielles du second 
ordre, et l'on a dans tout Tespace 

égalité (jui se réduit, lorsque le point (x, y^ z) est extérieur aux aimants, à 

(i3) Av^—-o. 

Les actions mécaniques internes d'un système d'aimants admettent alors 
pour potenti(»l la (|uanlité J définie par l'égalité 

rinlégralion s'étendant à tous les aimants du système. .7 est le potentiel 
magnctiqur du système. 

Ce résultat, obtenu en généralisant la loi expérimentale de Coulomb et 
de Gauss, est riiypotlièso unique sur lacjuelle nous fonderons l'étude de 
l'aimantation [)ar influence. Au moyen de cette hypothèse et du théorème 
dévcloi)pé au paragraphe précédent, nous allons, au paragraphe suivant, 
déterminer la forme du potentiel thermodynami(|ue d'un système de corps 
aimantés. 

§ III. — Potentiel thermodynamique des corps isotropes aimantés. 

G. Considérons un système qui renferme des aimants et supposons que 
les seules actions mécani<jues qui s'exercent dans l'intérieur de ce système 
soient les actions magnétiques, hypothèse (jui ne serait pas vérifiée si le 
système renfermait soit des charges électriques en équilibre, soit des cou- 
rants électri<iues constants ou variables. 
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D'après ce que nous venons de dire, les actions mécaniques internes de 
ce système admettent pour potentiel la quantité ^ définie par l'égalité ( i4)- 

Nous nous proposons de déterminer la forme du potentiel thermodyna- 
mique interne du système. Ce potentiel thermodynamique interne est dé- 
fini par l'égalité 

E étant l'équivalent mécanique de la chaleur; 

Y l'énergie interne du système; 

2 son entropie ; 

T la température absolue commune à tous ses points. 

D'après ce que nous avons vu au § I, ce potentiel thermodynamique in- 
terne ne diffère du potentiel des actions mécaniques intérieures au système 
que d'une quantité qui peut dépendre de l'état des divers éléments magné- 
tiques, mais non de leur position, en sorte que, si l'on désigne par f une 
semblable quantité, on doit avoir 

C'est donc la quantité f qu'il s'agit pour nous de déterminer. 

L'état de chacun des éléments du système dépend : 

Du volume de l'élément ; 

De la forme de la surface qui le limite ; 

De l'orientation de l'axe magnétique par rapport à cette surface ; 

Si la substance n'est pas isotrope, de l'orientation de l'axe magnétique 
par rapport aux axes d'élasticité de la substance ; 

De l'intensité de l'aimantation en un point; 

Enfin d'autres paramètres a, p, ..., qui achèvent de déterminer l'état 
physique et chimique de la substance. 

Telles sont les variables qui peuvent influer sur la valeur de j'. 

Bornons-nous, pour le moment, à considérer le cas d'une substance iso- 
trope : nous étudierons dans un Chapitre ultérieur les propriétés des corps 
cristallisés; cherchons la variation que subit la quantité f lorsque, dans un 
élément magnétique, on fait varier l'intensité d'aimantation et l'orientation 
de l'axe magnétique sans déplacer l'élément et sans faire varier ni son vo- 
lume ni la forme de la surface qui le limite. 

La variation que subit la quantité f par l'effet d'une modification donnée 
dépend seulement de l'état du système availt et après cette modification et 
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non de la voie suivie par le système pour passer de l'un de ces états à Pautre. 
Nous pouvons donc choisir cette voie arbitrairement. 

i** Nous découperons dans le système rélément rfp, dont l'état doit va- 
rier; nous éloignerons à l'infini tous les autres éléments du système sans 
changer Taimantation ou l'état d'aucun d'entre eux. Dans cette modification, 
qui constitue ce qu'au § I nous avons nommé un déplacement sans change- 
ment d'état, la quantité f ne subira aucune variation. 

2."* Dans l'élément ainsi isolé, nous ferons subir à Tintcnsité d'aimantation 
et à l'orientation de l'axe magnétique les variations infiniment petites que 
nous avons en vue. Dans celte modification, d' variera de S,c?'. 

3" Celle modification achevée, nous ramènerons de l'infini tous les élé- 
ments du système à leur position initiale sans changer l'état ou l'aimanta- 
tion d'aucun d'entre eux. Dans ce nouveau déplacement sans changement 
d'état, J' ne variera pas. 

L'ensemble de ces trois modifications devant faire varier f de cfj on a 

Il nous suffit donc d'étudier la variation de c, rf '. 

Il est évident que celle variation est égale à la variation que subirait le 
potentiel thermodynamique d'un système formé [larTélémentrfpseul, si cet 
élément subissait le cliangenicnt considéré d'axe magnétique et d'aimanta- 
tion sans changer de position, de forme ou d'élat. 

L'intensité de raimantation et Torienlation de Taxe magnétique sont 
connues lorsqu'on connaît les composantes A., ii^, 8 de l'aimantation sui- 
vant trois axes rectangulaires invarial)lement liés à l'élément. Par consé- 
quent, dans la modification précédente, on a 

0, rf' - A ô-A. 4- B dwl -t- CoC, 

A, B, C étant trois quantités qui peuvent dépendre : 

I" De cl., ift), c; 

i>" Du volume di^ de l'élément ; 

3" De la forme de la surface qui le limite; 

/i° Des coefficients a, [3, .... 

()uellc que soit la forme de la surface qui limite l'élément t/p, quelle que 
soit Torientation de l'axe magnétique par rapport à cette surface, quel que 
soit le volume de l'élément r/r, nous pouvons le partager en une infinité de 
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cubes infiniment petits par rapport à cet élément, ayant un volume déter- 
miné d'avance et dans lesquels Taxe magnétique ait une direction déter- 
minée par rapport à la surface qui limite chacun d'eux. Une démonstration 
analogue à celle que nous venons de faire pour prouver que 8f = S, i' nous 
montrera que S, f est égal à la somme des quantités analogues obtenues, en 
supposant que, après avoir éloigné indéfiniment tous ces petits cubes les 
uns des autres, on fasse subir à chacun d'eux la même variation d'aimanta- 
tion qu'à l'élément rfp tout entier. 

Il est facile de conclure de là que les quantités A, B, C sont proportion- 
nelles au volume de l'élément rfp et indépendantes de la forme de la surface 
qui le limite, en sorte que nous pourrons écrire 

A', B', G' dépendant uniquement des variables x^ lib, s, a, p, 

Au lieu de prendre x^ -Ol), C comme variables indépendantes pour définir 
l'état d'aimantation de l'élément rfp, nous pourrons aussi bien prendre pour 
variables indépendantes aiL et deux des quantités JU, iJl), 3, les deux pre- 
mières par exemple. Nous aurons alors 

0^' =6^ ri' = ( m èOïi -h a ôoA^ 4- 6 ôHl> ) d^>, 

m, a ei b étant trois fonctions de 3TL, Jl,, t\>^ a, ft, ... seulement. 

La forme de la surface qui limite l'élément rfp n'influant pas sur la valeur 
des quantités m, a et 6, on peut, pour les déterminer, donner à l'élément la 
forme d'une sphère. Cette hypothèse admise, envisageons les deux modifi- 
cations équivalentes que voici : 

Dans la première modification, on suppose qu'on laisse l'élément immo- 
bile, qu'on ne fasse point varier son intensité d'aimantation 311^, non plus 
que les paramètres a, ft, ..., mais qu'on change l'orientation de son axe 
magnétique, de telle façon que X et Db varient de quantités quelconques 
Sil,, 8yS^. Dans cette première modification, on a 

Dans la seconde modification, on suppose qu'on laisse invariable l'inten- 
sité d'aimantation et les paramètres a, [3, ...; que l'axe magnétique de- 
meure invariablement lié à l'élément, mais qu'on fasse tourner celui-ci au- 
tour de son centre de manière que l'axe magnétique subisse dans l'espace le 
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hhSu«« t luui^iMUiMU «l'onoiUahon <}\io dans la prôcôdonte modification. Cette 
M'i \Mid\' luodtliraiiou oMishhh' \\\\ dôphuvmoul sans changement d*étal, en 
vM lo \\\w Ton iU duraul ooUo modilioahon. 
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éléments qui le constituent, ^ tend vers o ; il en est de même de ^(OR/, a, ft, . . .) 
d'après l'égalité (i6); ^ tend donc vers ^". 

D'autre part, si nous désignons par U l'énergie interne que posséderait 
le système si tous les éléments conservaient le même état physique défini 
par les paramètres a, ft, ... et le même volume, mais cessaient d'être ma- 
gnétiques; par S l'entropie que posséderait le système dans les mêmes 
conditions, il est évident que la limite vers laquelle tend la valeur de ^ 
eslE(U -TS). 

On a donc 

(i8) ^''=E(U-TS). 

Cette égalité (i8) achève de déterminer la forme du potentiel thermody- 
namique interne d'un système qui renferme des corps isotropes aimantés, 
car des égalités (i5), (17) et (i8), il résulte que l'on a pour un semblable 
système 

(19) .^ = E(U-TS) ■+-?■+- r^(an., a, (3, .,.)dv. 

C'est de cette égalité que nous allons déduire les lois de l'induction magné- 
tique des substances isotropes. 
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CHAPITRE II. 

ÉQUATIONS DE L'ÉQUILIBRE MAGNÉTIQUE. 



;^ I. — Équations fondamentales de l'aimantation par influence. 

1. Nous allons dans ce Cliapilre chercher à déterminer la grandeur et la 
direction de Taimantation en cliaque point d'un corps dénué de force 
coercitwc soumis à l'action d'aimants permanents. Commençons par dé- 
finir ces deux mots. 

Considérons un système renfermant un corps susceptible de s'aimanter 
et cherchons k quelles conditions le travail non compensé effectué dans une 
modification iso thermique virtuelle quelconque de ce système sera nul ou 
négatif; parmi ces conditions, qui sont les conditions d'équilibre en Ther- 
modynamique, nous en trouverons qui expriment la proposition suivante : 
Taimanlation a en cliaque point du corps considéré une certaine direction 
et une certaine grandeur. Si, en cliaque point de ce corps, l'aimantation a 
cette direction et cette grandeur, cette aimantation ne pourra subir aucune 
variation; l'équilibre magnétique sera absolument établi. 

Mais, selon une remarque faite précédemment (Chap. I, § I, n° 11), il 
peut fort bien arriver que le système conserve un état invariable sans que 
les conditions d'équilibre prescrites par la Thermodynamique soient véri- 
fié4*s; il peut arriver que l'aimantation du corps en question demeure inva- 
riable, bien que cette aimantation ne satisfasse point aux conditions dont il 
a été parlé. 

Nf)us dirons qu'un corps est parfaitement doux^ ou bien qu'il est dénué 
de force coercitive, si, en toute circonstance, l'aimantation en chacun des 
points de ce corps satisfait aux conditions d'équilibre indiquées par la Ther- 
modynamique. 

Au contraire, nous dirons qu'un q\xï\îxxv\, q^I permanent si l'aimantation 
en chaque point conserve une grandeur et une direction invariables en 
(juelque circonstance que cet aimant se trouve placé. 

Les aimants permanents et les corps parfaitement doux forment les deux 
limites extrêmes de la série dos corps magnétiques. Il va sans dire que tous 
les corps magnétiques que nous présente la nature viennent se ranger entre 
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CCS deux limites, sans jamais réaliser complètement ni l'une ni Taulre 
d'entre elles. Néanmoins, ces deux limites correspondent aux seuls cas que 
nous puissions étudier théoriquement : nous pouvons étudier les aimants 
permanents parce que leur état magnétique peut être censé donné arbitrai- 
rement, et les corps parfaitement doux parce que cet état est réglé par les 
propositions de la Thermodynamique. 

2. Envisageons un système formé d'aimants permanents et de corps dé- 
nués de force coercitive. 

En un point de l'un de ces derniers, l'aimantation a pour composantes c\«, 
ift,, G. On peut imaginer que, sans changer la position, le volume, la forme, 
l'état physique ou chimique des divers corps qui constituent le système, on 
fasse, au sein d'un élément rfp, varier X, lib. G, de quantités infiniment 
petites arbitraires Sx, Siib, Sg. D'après la définition des corps parfai- 
tement doux, il n'en doit résulter pour le système aucun travail non com- 
pensé. 

Tous les corps du système demeurant invariables de volume, de forme et 
de position, les forces extérieures appliquées au système n'effectuent aucun 
travail. Le travail non compensé effectué se réduit alors à la variation 
changée de signe du potentiel thermodynamique interne. 

Ce dernier est fourni par l'égalité (19) du Chapitre précédent. Il a pour 
valeur, en conservant les notations de ce Chapitre, 

^f=E(U — TS)-i-5'-f- fri(Dr^, a, (3, ...)d^\ 

Cherchons la variation subie par cette quantité lorsque, au sein de l'élé- 
ment rfp, Jl., ift), G varient respectivement de Sx, Silb, Se, tous les autres 
paramètres qui fixent l'état du système demeurant invariables. 

La quantité E(U — TS) ne subit dans ces conditions aucune variation. 

La quantité ^ subit une variation facile à calculer en se reportant à la 
définition de la fonction jy donnée par l'égalité (r4) du Chap. L II est aisé 
de voir que l'on a 






t? étant la valeur de la fonction potentielle magnétique en un point (x, y, z) 
de l'élément c/ç. 

II. — Fac. de T. L.^ 
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Enfin on a 



Mais rcgalitc 
donne 



> -VT- — -:z:z-y -t=- — 7:;r > 



<^..i> oa. (^ob OÏL' ^^ OU 

en sorte que Ton peut écrire 










Tous ces calculs conduisent à l'égalilc 



ii = 



1/' d^-^m dôïC '-J °'^ 

r dv . d.f(.)n,.«,p, ■ ■■)^-| ) 

Celle quanlitc doit être égale à o quelles que soient les variations Se^u, 
oiis, Ss. Si donc on pose 

on devra avoir, en tous les points d'une masse dénuée de force coercilive et 
soumise à Taimantation, 

X = — hF{D\i, a, (3, ...)xT> 



(2) / iiî,=— AF(01L, a, (3, ...) 






3=-AF(0IL, a, (3, ...) 

2. Ces équations sont les équations fondamentales de l'induction magné- 
tique; avant de leur faire subir aucune transformation, nous allons en dé- 
duire quelques remarques importantes. 
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Ces équations donnent 

â^ &^ d;^ 
()œ dy dz 

ce qui signifie que Vaxe magnétique en un point d'une masse isotrope 
dénuée de force coercitiçe et la grandeur géométrique dont les compo- 
santes sont 

à-^ à^ à^ 

dx ôy dz 

sont dirigées suivant la même droite. Cette proposition se retrouve dans 
toutes les théories de l'induction magnétique proposées jusqu'ici; elle est une 
conséquence plus ou moins immédiate des hypothèses sur lesquelles repo- 
sent ces théories. Les équations (2) donnent encore 

^V (^\' /"^v 



Le rapport de la grandeur géométrique précédente à V intensité d^ ai- 
mantation dépend de l'intensité d'aimantation et de la nature de la 
substance. 

Cette conséquence est conforme aux hypothèses faites par M. G. Kirch- 
hoff sur l'aimantation par influence; toutes les théories de l'aimantation 
autres que celles de M. G. Kirchhoff* conduisent à regarder le rapport 
précédent comme indépendant de l'intensité d'aimantation : nous avons vu 
que parla ces théories se mettaient en désaccord avec l'expérience. 

Si le coefficient F(3lt, a, [3, , . .) est positif, l'axe magnétique et la gran- 
deur géométrique dont les projections sont y-> -r-y -y- sont orientés en 

sens contraire. Le corps est dit alors magnétique ou paramagnétique. Si 
au contraire le coefficient F(3TC;, a, [3, . . .) est négatif, l'axe magnétique et 

la grandeur géométrique dont les projections sont t" » j~» ^r sont orientés 

dans le môme sens. Le corps est dit diamagnétique. La théorie des corps 
diamagnétiques et la théorie des corps magnétiques se trouvent donc com- 
prises en une seule et même théorie ; l'existence des corps diamagnétiques 
ne présente pas ici les difficultés qu'elle présentait dans la théorie de 
Poisson. 
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tiques dénuées de force coercitive que renferme le système. En ce point, 
les composantes ^l», i)l>, G de Taimantation vérifient les équations (7). 

Différentions la première des équations (7) par rapport à a:. Posons, pour 
abréger, 

Nous aurons 

ô.\. ,, ,p ^ N ^'"^ ^ (;).(ri,«,(3, ...) âG d-<' 






les termes do la seconde ligne disparaissent d'eux-mêmes lorsque la sub- 
stance est liomogcne. 
Mais on a 

dG /d'<> â^\^ 0'<> f;*\'> (K^ â^-<> \ 
dx \ dx dx* à y ôx à y âz dx dz ) 

Remplaçons -y^ par cette valeur dans l'expression de -^; formons de 

même les expressions de-y^> -^; ajoutons ces trois quantités, en tenant 
compte de Téqualion (8), et nous aurons 



û) ter) \\-\-'a 



(-^H[(ë)'-(l')'-(ë)'l-^--0- 



-+-2 






X 



dx) dx^^Kj^'J dy^'^\dz) dz^ 



à-O dV d*-V d-<> d-<> ()»V> d-<> d\^ d*-<> 

-i- 3 -T ; : — ; H 2 



dy dz dy dz dz dx dz dx dx dy dx dy 

^ "^^({{à^ J ~^ \à y) "^\^/ j>«, ;3, .. .^ (à^à^ _^dad;<>^^dadK^\ 

dx \dx dx dy dy dz dz J 

dp \dx dx dy dy dz dz J 



-f- 



= o. 
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Telle est l'équation aux dérivées partielles du second ordre que la fonc- 
tion 'Ç>(a;, y y z) doit vérifier en tous les points d'une masse dénuée de force 
coercitive soumise à l'aimantation. 

Les équations (9), (9 bis)^ (9 ter) nous fournissent donc les équations 
différentielles que la fonction t? doit vérifier en tous les points de l'espace, 
sauf aux divers points des surfaces limites. 

§ IV. — Conditions aux limites auxquelles satisfait la fonction t? {x, 7, z), 

5. Cherchons à quelle condition satisfait la fonction ^^(a?, y, z) en un 
point de l'une des surfaces limites. 

Supposons qu'une surface sépare deux milieux, dont l'un au moins soit 
magnétique. Soient, en un point de cette surface, N, la normale dirigée 
vers l'intérieur du premier milieu et N^ la normale dirigée vers l'intérieur 
du second milieu. Soient 'Ç,(it^, /, z) la fonction -ç relative au premier 
milieu, '<>2(^>/> z) la fonction x? relative au second. Soit M, un point du pre- 
mier milieu infiniment voisin du point considéré de la surface limite. Soient 
<vl>i, 0)1),, G, les composantes de l'aimantation en ce point. Soit, en ce point, 

-T^ la dérivée de t?, suivant la normale N,. Soit, de même, M^ un point du 

second milieu. Adoptons pour ce point des notations analogues à celles que 
nous avons adoptées pour le point M< , et nous aurons, d'une manière générale , 

(10) ^ -^^ =— 47r[ .l>iC0s(Ni,a?)-f-D5>, cos(N,,j)-h3iCOs(N|,>s) 

4- <^jCOS(N„ x) 4-A)l)2C0S(N„y) -h ^2C0S(N,,5)], 

égalité qui se réduit à l'égalité (i 1) du Chapitre I lorsqu'un des deux mi- 
lieux n'est pas magnétique. 

Les surfaces limites que l'on peut avoir à considérer sont de cinq espèces 
différentes : 

I** Surface de séparation d'un aimant permanent et d'un milieu non ma- 
gnétique ; 

2" Surface de séparation de deux aimants permanents; 

3** Surface de séparation d'une substance dénuée de force coercitive et 
d'un milieu non magnétique ; 

4° Surface de séparation de deux substances dénuées de force coercitive ; 

5® Surface de séparation d'un aimant permanent et d'une substance dé- 
nuée de force coercitive. 
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i^ A la sur/ace de séparation cVun aimant permanent et (Tun milieu 
non magnétique^ voyons ce que devient la relation (lo). Supposons que 
rindice (i) se rapporte à Taimant et l'indice (2) au milieu. Remplaçons les 

symboles -r^ et ^^ par les symboles, plus souvent usités en pareil cas, 
^n" ^^ àS ' ^ l'intérieur du milieu non magnétique, nous avons 

tandis qu'à l'intérieur de l'aimant ^l., , aPo,, €, sont des quîmtités censées 
connues d'avance. La relation (10) devient donc 

.ç(a;,y, z) étant une fonction dont la valeur se déduit immédiatement des 
données du problème. 

2** De même, à la sur/ace de séparation de deux aimants, la rela- 
tion (10) devient 

(II bis) ^^ -h -^ =— 47r[5,(a:,;-, c)-h5,(x, r, 3)], 

•^1 (^) Xj ^) et S2(xj y, z) étant deux fonctions dont la valeur se déduit im- 
médiatement des données du problème. 

3^ A la surface de séparation d'une substance dénuée de force coer- 
citive et d'un milieu non magnétique, examinons ce que devient la 
relation (10). Supposons que l'indice (i) se rapporte à la substance magné- 
tique et l'indice (2) à la substance non magnétique. Remplaçons les sym- 
boles N| et Na par les symboles N/ et N^. 

A l'intérieur du milieu non magnétique, nous avons 

tl.,=:0, \ll>,iziO, G,=i:0. 

Au contraire, à l'intérieur de la substance dénuée de force coercitive, 

ri.,, ift,,, G, sont donnés par les équations (7) du présent Chapitre. On a 

donc 

«A-i cos(îN|, x) 4- iH>, cos(N|, y) H- Ci cos(N,-, z) 

r dK^ ^, d'<^ d'<? 1 

X -r— cos(N/, x) 4- -T— cos(N/, >')-f- -7— cos(N/, z) • 



DE l'aimantation PAR INFLUENCE. L.33 

Mais on a aussi 

La relation (lo) devient donc, en tout point de la surface considérée, 



<■■'•'■> (-^"'•|[(g)"-(S)'-(g)"]-.^.-i)I--=«- 






4® De même, à la sur/ace de séparation de deux substances dénuées 
de force coercitive, la relation (lo) devient 

<■■■■) {'*^'^im-m*{m-' o^ 

-(-^-■i[(£)'-(0-(£)']-^--OS=°- 

5° Enfin, à la surface de séparation d'un aimant permanent {\) et 
d'un corps dénué de Jorce coercitive (2), la relation (10) devient 

^i {^'i y^^) étant une fonction dont la valeur se déduit immédiatement des 
données du problème. 

Si nous ajoutons qu'à l'infini on doit avoir 

(12) V> = o, 

nous aurons énoncé toutes les équations qui déterminent la solution du 
problème de l'aimantation par influence. 

§ VI. — Approximation de Poisson. 
6. Revenons aux équations 

c^=-AF(OIL,«, (3, ...) 5~' 
(2) { '\S\y — — h¥{d\L, a, (3, ...) ^, 

G=:~AF(^, «, (3, ...) ^> 
sur lesquelles reposent toutes les considérations exposées dans le présent 

II. - Fac, de T, L.5 
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Chapitre. Si Ton supposait que la fonction F devint indépendante de 01L, 
CCS équations deviendraient 



e v> 



A-/( «,?,...) ^ 



(l3) M«. = -/iy(«, {3, ...■)—, 

« 

Klles auraient précisément la forme que présentent les équations de l'é- 
quilibre magnétique dans la théorie de Poisson et dîins toutes les théories 
exposées jusqu'ici, sauf celle de M. G. Kirchhoff. 

Quelle condition doit remplir la fonction J(OTl/, a, [3, . . .) pour qu'il en 
soit ainsi? 

S'il en était ainsi, l'égalité (i) du présent Chapitre deviendrait 

c^.TQm, g, p, ...) _ _ .m _ 

et comme, en vertu de sa définition donnée par l'égalité ( iG) du Chapitre 1, 
la fonction J devient égale à o en même temps que OU, on aurait 



^(;,a,«.?,...) = _^L-_..T... 



Ainsi, pour que la théorie de Poisson soit exacte y il est nécessaire et 
suffisant que la fonction ,f soit proportionnelle au carré de Vintensité 
d'aimantation. 

Comme nous l'avons déjà dit dans l'Introduction, l'étude des substances 
fortement magnétiques, telles que le fer doux, montre que la théorie de 
Poisson est inacceptal)le, au moins pour ces substances. L'expérience 
semble prouver que, pour le fer doux, lorscpie l'intensité d'aimantation Oit 
croit en valeur absolue, la fonction F(OTl/, a, [3, . . .) croît d'abord avec Oit, 
])uis passe par un maximum, et décroît ensuite lorsque OîL continue à croître. 

Toutefois, la théorie de Poisson est approximativement exacte pour les 
corps faiblement aimantés. 11 faut en conclure, d'après ce que nous venons 
de dire, que l'on a 

<'^) ■'(•■'''^'«'^' •••) = . ivre. «, (3; -)'^'"^'' 

r(01t, a, [î, . . .) tendant vers une limite finie Y(a, ^, . . .) lorsque Oit tend 
vers o. 
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CHAPITRE liï. 



LE PROBLÈME DE L'AIMANTATION PAR INFLUENCE ADMET UNE 
ET UNE SEULE SOLUTION. - STABILITÉ DE L'AIMANTATION. 



§ I. — Existence d'une solution. 

1 . Nous avons vu au § I du Chapitre II que le problème de Taimanla- 
tion par influence se ramenait à celui-ci : trouver une distribution magné- 
tique qui donne un minimum à la quantité 



(I) 



f'=:E(U — TS)^-^-^ / J(OR, a, p, ...)^A'. 



I^xiste-t-il toujours une semblable distribution? C'est la question à laquelle 
nous nous proposons de répondre dans ce paragraphe. 
D'après l'égalité (i4) du Chapitre I, nous avons 






Cette égalité, lorsqu'on y remplace t? par l'expression 




à'- di d'- 



-"= I \ '^' II' + »"•'' àp-^'^'ôfi ''"' 



([ui lui sert de définition, devient 



'U [ '""^J y^'ôi 



di di 




toutes les intégrales triples s'étendant au volume entier du système 
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rintérieur du corps (i), 




r ^. r 



= -^[.V, cos(N'„a;) + î)!,', cos(N'„7)+ S', cos(N'„3)] '-dc\ 

Les limites des intégrations étendues Tune au corps (i) tout entier, 
l'autre à la surface qui le limite, ne dépendent pas de a?,,/,, Z|, en sorte 
que l'on aura 







di 



=—Xi C [X\ cos(N',, j;) + iiy, cos(N'„/)+e;cos(N',,a)] ^ d<j\ 



dl 



et une intégration par parties donne 

= ce [x; cos (N'„ a;)+ dV, cos(N;, j) + e; cos(N;, s)] J., cos(N„ a:) i rfff', rf<7, 

En transformant d'une manière analogue tous les termes qui figurent au 
second membre de l'égalité (2 bis)^ on trouve 
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C'est cette expression de ^ que nous allons tout d'abord transformer. 

Pour fixer les idées et ne point compliquer les formules, nous supposerons 
que le système renferme simplement un aimant permanent que nous dési- 
gnerons par l'indice (i) et un corps magnétique dénué de force coercitivc 
que nous désignerons par rindice(2). L'égalité (2) pourra alors s'écrire 
plus explicitement 



(2 bis) .7 = 






h 

4-- 



:/Aj)j 



dxi 



-4- iiy>, — 



' dz, 



"JV "-Â 



!«>, 



<^7i 



I o 
-1- <"■ 



dzi 



J L *"" 



âa:. 



ilhj 





i/v> I 



r 
5^ 



1 ' 



i/V)J 



^Aflj 



à'- 
r 

djc\ 



r 

ÔJOt 



r 



CAfl 



.1.', 



r 



r 



II!.', 






' ày\ -' d--; 






.0/ _J: ;rf^'^ 



' ^^'l 



lis.', 



r 



^'^ 'dij '^"'^r'^ 



II!., -^ 



Ci 



r 



rfc, 



11!,, 



r 






'51 






ifl.'. 






^/ 



di 



«5^^^'"«d^-^^'di; 



rfi*', 



r 



<?! 



à^i àft àz^ 



dv\ 



K 



r 
dx\ 



Dî>; 



r 



^;^)^.''Jrf^.. 



Une intégration par parties nous donne, en désignant par cr, la surface 
du corps (i) et par N| la normale en un point de la surface cr, dirigée vers 
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rintérieur du corps (i), 




à^ d'- d'- 

r .. , r ^. r 



~~ s '•''*' ^**5(^i' ^) -^ ^'*t cos(N'„ 7) + s; cos(N;, a)] i rf<r', 

Les limites des intégrations étendues Tune au corps (i) tout entier, 
l'autre à la surface qui le limite, ne dépendent pas de a?,,yi, z^, en sorte 
que l'on aura 




di d'- d^ 

r ^. r ^. r 



•^'â^+^'d^+^'5i;7''"''<>''''^' 



dl 



=— X, C [X\ cos(N'„a;) + DÎ.', cos(N'„7)+e',cos(N',,3)] -^ d<s\ 



dl 



et une intégration par parties donne 

= ^^[«iUj cos(Nj,a?)4-ill)', cos(N;,7)-h©i cos(N',, 5)] Jl.iCOS(N|, :r) ^d<7\d<7i 

En transformant d'une manière analogue tous les termes qui figurent au 
second membre de l'égalité (2 bis)^ on trouve 
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(3) jr=i^ I SISI[-^i cos(N,, a:)4-iiî>iC0s(Ni,7)-hSiC0s(N,, z)] 

[.l.; cos(N',,a:)-f-'0b;cos(N;,7)-h3;cos(N;,5)]i6r(7,rfî7'i 
4-^^^[cl,i cos(N„ a:)-hi»î>,cos(N„ j)-h 3,cos(N,, z)] 

[.l., cos(N„ x)-Mll>, cos(N„ j)-+- 82C0s(N„ z)] - dd^dtj^ 
-h ^^[•^s cos(Nj, A•)-^-^*''2Cos(N2, 7)-f-S,cos(N„-c)] 

[-1.; cos(n;,^)4- \ii>;cos(n;, j)-f- c; cos(n;, zy] i d^^di'^ 

2 r r (^' ^ î^^ /^^:i^ ^^^ 4- —A i d^ dv 

"^ ''/S (ê "^ JJ; "^ S) f^* '''''^^'*' .r) 4-a»l>,cos(N„ j) + a,cos(N„5)] i rfr, ^a, 
4-2 f Si(-T^ -+- ^^ -+- -57^) [<-^iCOs(N,, :r)4-\Ji>iC0s(Ni, j)4- eiCOS(NiyZ)]jdr^dai 

■^ '/S(ê "^ ^' "^ fi) [^«^^'(^«' *^) -^ ih>;cos(n;, v)+ e;cos(N;, ;;)] i ^r,^^; 

Cette expression de ^ met tout d'abord en évidence un théorème bien 
connu de la théorie du magnétisme. Cette expression montre en effet que g" 
est le potentiel d'une distribution électrique ainsi obtenue : 

En tout point intérieur à l'un des corps magnétiques du système, on donne 
à la densité électrique la valeur 

£ étant la constante analogue à h qui figure dans l'expression des actions 
électriques. 

En tout point de la surface d'un corps magnétique du système, on donne 



DE l'aimantation PAR INFLUENCE. L.Sq 

à la densilc électrique la valeur 



s/'[ 



l»cos(N/, x)-\- \»l>cos(N/,7)-h 3 cos(N/, s)] 



La quantité J étant précisément, nous l'avons vu, le potentiel des actions 
mécaniques que les corps magnétiques du système exercent les uns sur les 
autres, on voit que ces actions sont identiques aux actions qu'exerceraient 
les uns sur les autres les mêmes corps, électrisés de la façon que nous 
venons d'indiquer. 

2. Il est facile, en outre, de vérifier que la fonction potentielle de cette 
distribution électrique coïncide avec la fonction potentielle magnétique 'Q. 
En effet, la fonction potentielle magnétique 'Q vérifie en tout point intérieur 
à l'un des corps magnétiques la relation 

en tout point du milieu non magnétique, elle vérifie l'équation de Laplaco 

(.5) At? = o. 

Si l'on désigne par N^ la normale vers Textérieur en un point de l'une 
des surfaces cr, et (T3, elle vérifie en tout point de ces surfaces la relation 

(6) -vj^ -f- -r=y- =:— 47r[cl)COs(N|, ^) 4- i«î)Cos(N/,7)4- s cos(N/, 5)]. 

Enfin, à l'infini, la fonction t? et le produit de la fonction \'> par la dis- 
tance du point auquel elle se rapporte à un point quelconque situé à dis- 
tance finie sont égaux à o. 

Or ces conditions sont aussi celles auxquelles doit satisfaire la fonction 
potentielle delà distribution électrique fictive; et, comme on sait qu'elles 
ne déterminent qu'une seule fonction •<?, il en résulte que les deux fonctions 
potentielles coïncident. 

D'après cela, nous aurons 

-h A[^^'1 C0S(N,, x)4- ^♦Î'i C0S(Ni,/)-*-3, C0S(N,, z)] - d(Ti 

-h V[clU, cos(N„x)4-i»^f cos(N2, y)-+-S, cos(\„ z)] - da^. 
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Dès lors, il est aisé de voir, en vertu des égalités (4), (6) et (7), que 
rexpression (3) de jy peut s'écrire 



(8) .J=-.^{ C'ÇA-çdv^-^ Ç'^^^çdv 



SK^-^>-S-(^.-£)--] 



Or le théorème de Green nous donne 

'" /— S-S--=-/[(S)"-(f)'-(S)>- 

Entourons le système d'une sphère de rayon extrêmement grand ayant 
pour centre un point fixe quelconque du système ; désignons par l'indice (o) 
l'espace intérieur à cette sphère et extérieur aux corps (i) et (2). Soit dL 
un élément de surface de cette sphère. Comme dans tout l'espace (o) nous 
avons 

At?=:0, 

le théorème de Green nous donnera 

-im<%)'*mv- 

Mais, de ce que la fonction x? tend vers o lorsque le rayon de la sphère 

augmente indéfiniment, de ce que, en outre, le produit de -yrr- par le carre 

du rayon de la sphère ne devient pas infini, il résulte que l'on peut prendre 
le rayon de la sphère assez grand pour que l'intégrale 

soit plus petite que toute quantité donnée d'avance; on peut donc écrire 

«»-)S</-S-l';'"-=-/[(ë)"-(?)'-(S)1*-. 

l'intégrale triple s'étendant à toutl'espace extérieur aux corps (i) et (2). 
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Des équations (8), (9) et (9 bis), on déduit l'expression suivante de iT 

l'intégrale s'étendant à tout l'espace. 

En reportant cette expression de ^ dans l'équation (i) et en remarquant 
que .^(Oîv) est égal à o en tout milieu non magnétique, on peut écrire 



(II) .i 



= E(„-TS,./|3t„[(£)V(«)V(-)-].i(»,.,,..,j.,.. 

C'est l'expression de ^que nous voulions obtenir. Elle est exacte, quelle 
que soit la distribution magnétique sur le système. 

3. Cette expression peut s'écrire encore de la manière suivante 

(II his) ^ = E(U — TS)-h f^(OïL, a, (3, , , ,) dv^ 

/is4[(g)"-(?)"-(^n-*'»-^.-'i''- 



4- 

les intégrales qui portent sur dx^ dy^ dz^ sont étendues à tout le milieu non 
magnétique; les intégrales qui portent sur dx^ dy^ dz^ sont étendues à tout 
Tespace occupé par les aimants permanents; enfin les intégrales qui portent 
sur dx,^ dy,^ dz^ sont étendues à tout l'espace occupé par les substances dé- 
nuées de force coer ci tive. 

Parmi toutes les distributions que peut affecter le magnétisme sur ces 
dernières substances, en existe-t-il une qui donne à la quantité précédente 
une valeur minima? 

Les termes de la première ligne de l'expression de J donnée par l'éga- 
lité (i I bis) conservent une valeur indépendante de la distribution qu'affecte 
le magnétisme sur les corps dénués de force coercitive. Nous n'avons donc 
point à en tenir compte. 

Quelle que soit la distribution du magnétisme sur les substances dénuées 
de force coercitive, les termes de la seconde ligne forment un ensemble tou- 
jours positif. 

II. — Fac. de T. L.6 
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« 



Cherchons dans quelles conditions le terme qui forme la troisième ligne 
demeurera positif, quelle que soit la distribution du magnétisme sur les 
corps parfaitement doux. 

De régalitc (i) du Chapitre II qui définit F(01L, a, p, ...), nous dédui- 



sons 



.f 



u. .^T — * — u ^'^^^* 

^ l^(;)lL, a, p, ...; 



Par conséquent, la quantité j(oil^, a, p, . . .) est toujours positive pour les 
corps magnétiques et toujours négative pour les corps diamagnétiques. 

Cette circonstance ne nous permet pas de prévoir, pour les corps diama- 
gnétiques, le signe des termes de la troisième ligne de l'égalité (ii his). 
Mais, pour les cor])s magnétiques, nous pouvons affirmer que ces termes 
sont toujours positifs. 

Par consé([uent, pour le cas où toutes les substances dénuées de force 
coercitive que renferme le système sont des corps magnétiques, Tégalitc 
(i I bis) revient à la suivante 

J =z C 4- P, 

C étant une ([uantité indépendante de la distribution que le magnétisme 
affecte sur les corps dénués de force coercitive et P une quantité qui de- 
meure positive, (|uellc que soit cette distribution; de plus, pour que la 
quantité P soit infinie, il est nécessaire et suffisant, dans le cas où le sys- 
tème ne renferme que des corps magnétiques, que Tune au moins des trois 

quantités -» - , — soit inluue en tous les points d un espace lini. 

De ce c|ue nous venons de démontrer, pouvons-nous conclure qu'il existe 
au moins une distribution magnétique correspondant à une valeur de ^plus 
petite que toutes les aulres, et par conséquent à un état magnétique stable? 
En le faisant, nous ne ferions que suivre la voie tracée par Sir W. Thomson 
pour la démonstration du principe dit de Dirichlet. Mais M. Weierstrass a 
signalé le défaut de rigueur que présente cette déduction; car, de ce que 
les variations d'une quantité sont limitées inférieurement, il ne résulte pas 
que cette quantité présente un minhnum. C'est donc sous une réserve sem- 
blable à celle qui pèse sur le principe de Dirichlet que nous énoncerons la 
proposition suivante : 

Des corps niagncliqucs quelconques étant soumis à V action cV aimants 
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quelconques j on peut trouver sur ces corps une distribution magnétique 
au moins qui satisfait aux lois de Vaimantation par influence et qui 
demeure stable si Von maintient invariables la position^ la forme et 
l'état des divers corps du système. 



§ II. — Il n'existe, pour les corps magnétiques, qu'une seule solution 
au problème de l'aimantation par influence. — Elle correspond à une ai- 
mantation stable. 

4. Les équations du problème de raimantation par influence expriment 
simplement Tégalité à o de la variation première subie par la quantité ^ 
lorsqu'en chaque point des substances dénuées de force coercitive que ren- 
ferme le système on fait varier les composantes Jl», iiî>, G de l'aimantation 
de quantités arbitraires SjU, Si)b, Sa. Cette égalité à o de la variation de ri 
peut-elle avoir lieu pour plusieurs distributions magnétiques distinctes? 
Lorsqu'elle a lieu, la fonction J est-elle minimum, de telle façon que la dis- 
tribution magnétique soit stable? Telles sont les questions que nous allons 
maintenant examiner. 

La solution de ces questions découle de l'étude de la variation seconde 
de #. 

Supposons que les composantes x, ui», G de l'aimantation au point 

(xj y, z) de l'une des masses dénuées de force coercitive du système varient 

(le O'Xj Sift>, 03, et posons 

o<X> 3= a Sty 

ôlll) = b ot, 

Ô3 =cdt, 

a, by c étant en général des quantités finies, et S/ une quantité infiniment 
petite et positive indépendante de a?, y, z. 

Conservons, pour simplifier, l'hypothèse adoptée au paragraphe précé- 
dent, hypothèse dans laquelle le système renferme seulement un aimant 
permanent désigné par l'indice (i) et un corps parfaitement doux désigné 
par l'indice (2). Prenons pour ^ l'expression 

(I) ^' = E(U-TS)4-?T-h rj(01i,a, (3, ...)di>, 

et remplaçons-y ^ par sa valeur (2 bis). Il est aisé alors de voir que nous 
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fiurons 



O? =r 







'^y v*^ 



^7 <^7 



puis, par une nouvelle variation, 



-/[ 




r r 



f'^^' / I «.— / \ «'« 5^, + *'. jpi + '^'^ 5^ / '^'•^ 



ô § \ r r r 



û^i''. 




r r m 

Considérons la quantité qui figure au second membre en facteur de S^'; 
cette quantité a une interprétation qui nous permettra de suite de la trans- 
former; supposons que, sur les masses dénuées de force coercitive, on 
forme une distribution magnétique telle que l'aimantation en chaque point 
ait pour composantes aj, 63, c^. La quantité que nous considérons sera le 
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potentiel .J de cette distribution. Dès lors, nous pourrons faire subir à cette 
quantité la même transformation qu'au § I du présent Chapitre nous avons 
fait subir au potentiel d'une distribution magnétique quelconque. 

Soit p la fonction potentielle de la distribution que nous considérons ici ; 
i^ est donné par l'égalité 



/y di ôi di 



(.3) .{œ,y,z)=J ya\—+b\^^+c\-^Jd.\. 

Désignons par l'indice (3) tout l'espace non occupé par des corps parfai- 
tement doux. Le coefficient de S/^ au second membre de l'égalité (12) va 
devenir 



et l'égalité (12) elle-même deviendra 

w/l [(0- (0)'- (!-:)> a^ 4^^=^^^^^' ^'^ ] I *■■■ 

Nous allons faire subir à cette égalité (i4) une dernière formation. 
L'égalité (i) du Chapitre (II) nous donne 

OTL 
F,(31i, a, P, ...)=TT 



(^,y,(01i, a, (3, ...) 



Nous en déduisons 
^ L àSVu J LFiC^"^. «, P, ...) J 



an. 



dt\(3lt, «, (3. ■■■) j ^.. 



F,(ait, a, (i, . . .) [F,(On., «, (3, . . .)]* dm. 



:)rL 



s 



Mais l'égalité 

(16) ^Tc*=ei,*-hiib»-ha* 
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nous donne, en premier lieu, 

(17) oJK = -^ ot 

et, en second lieu, 

0';)K = — ot^ — oOPl oty 

ou, en posant 

ô.)rc = m ol 
i*i en tenant compte de régalité (17), 

t'k 

L'égalité (i5) devient donc 



(18) a 



i (;F,(;)R,a,p, ,..) ] 

«^.7, (orc , a, ?, . . .) ..,n 1 _ '! «' -+- ^' -i- ^'^ ' <^'^rL ^ 

- - — »o< 



<;;)R 



"I _ j «- -H ^- -i- C' O^^fL A 

'J~(F,(;)rc,a,>, ...) rF,(;)re,«,p, ...)? '^ )^^ ' 



L'égalité (i4) devient alors, en tenant compte de cette égalité (18), 



(19) '3 









¥,{;^K,oL,p, ...) [r5(;)rt, a, (3, ...)]' 



Le signe de cette cpianlité est impossible à préciser pour les corps diama- 
gnétiques; pour les corps magnétiques, F2(0IL, a, [3, ...) est positif; en 
général, cette quantité décroît lorsque OTL augmente; on est alors assuré 
que o^,f est toujours positif. Pour le fer doux, F2(0R, a, p, . . .) croit pour 
les faibles valeurs de OîL; mais les accroissements de cette quantité sont 
faibles, et comme Oïl a en même temps de petites valeurs, la quantité 



F.(;)n.,a, {3, ■ .) 
t|-,(.Tc, «, (3, ...)? 



m' 
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a, dans ces conditions, une valeur absolue beaucoup plus faible que 

a^ H- A' 4- c' 

F,(OR, a, p, ...)' 

en sorte que â*^ est encore positif. 

On peut donc dire que, pour tous les corps magnétiques connus, ù^^ 
est toujours positif. 

De ce résultat, il est aisé de déduire en toute rigueur cette autre propo- 
sition : 

Pour des corps magnétiques placés sous Inaction cV aimants perma- 
nents donnéSy il existe au plus une distribution telle que la variation 
première du potentiel thermodynamique interne soit identiquement 
nulle, et cette distribution est stable. 



§ III. — Existe-t-il, pour les corps diamagnétiques, * plus d'une solution 

au problème de l'influence? 

5. La démonstration précédente ne permet pas de prévoir, pour les corps 
dianiagnétiqucs, s'il existe une ou plusieurs distributions résolvant le pro- 
blème de l'aimantation par influence pour un corps de forme et de position 
données soumis à l'action d'aimants donnés. 

Il serait au contraire possible de démontrer qu'il existe pour un corps 
diamagnétique un seul état d'équilibre stable en prenant pour point de dé- 
part la théorie de Poisson. 

Si l'on adopte en eflet la théorie de Poisson, si Ton désigne par \k> la 
fonction potentielle magnétique du corps soumis à l'aimantation, et par t) 
la fonction potentielle des aimants permanents, la fonction ^^ est soumise 
aux conditions suivantes : 

La fonction \jj) est finie, continue et uniforme dans tout l'espace; elle est 
égale à o à Tinfini; ses dérivées partielles sont finies, continues et uni- 
formes dans tout l'espace, sauf sur la surface 2 qui limite le corps soumis à 
Taimantation; elles sont égales à o à l'infini; à la traversée de la surface 2, 
elles vérifient la condition 

dans tout l'espace, sauf sur la surface 2; les dérivées partielles du second 
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Les deux fonctions t^ et r^' vérifiant la condition (20), on a 

(.4) f^-H0 + 4./.F)^ = o. 

Multiplions les deux membres de l'égalité (23) par (i-h !{tJiF)^ et 
ajoutons membre à membre le résultat obtenu avec Tégalitc (22), en tenant 
compte de Tégalité (24). Nous trouvons 



my-m-im"' 



+(i + 



^'"^m^hm^m-"- 



Pour les corps magnétiques, F est positif; pour les corps diamagnctiques, 

F est négatif, mais toujours inférieur en valeur absolue à ^— y La quantité 

(i -h I^tJiF) est donc toujours positive pour tous les corps connus. L'éga- 
lité précédente ne peut donc avoir lieu que si l'on a dans tout l'espace 

âB âB àS 

et comme est continu dans tout l'espace et nul à l'infini, ces égalités 
montrent que doit être égal à o dans tout l'espace. Donc, dans la théorie 
de Poisson, il n'existe qu'un seul état d'équilibre magnétique, aussi bien 
pour les corps magnétiques que pour les corps diamagnétiques (*). 

Voici maintenant un raisonnement général qui, sans prouver rigoureu- 
sement l'existence de plusieurs états d'équilibre magnétique pour un corps 
diamagnétique, rend au moins très vraisemblable cette existence. 

Considérons un système renfermant un corps dénué de force coercitive, 
que nous désignerons par l'indice (2), et des aimants permanents que nous 
désignerons par l'indice (i). 

En désignant par Tg), la fonction potentielle des aimants en un point de 
ces aimants, par x)^ la fonction potentielle des aimants (i) en un point du 
corps (2), par ^SP^ la fonction potentielle du corps (2) en un point de ce 



(*) Dans une Note Sur V aimantation des corps diamagnétiques {Comptes rendus des 
séances de l*j:icadémie des Sciences, t. CVI, p. 786; 12 mars 1888), j'avais indique par er- 
reur que la proposition qui vient d'être énoncée ne peut être démontrée pour les corps dia- 
magnétiques. 

II. — Fac, de T. L.7 
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corps, le polenliel ihcrmodynamique interne de ce corps peut s'écrire 

Cette expression est générale. Elle est exacte, en particulier, si la distri- 
bution magnétique sur le corps (2) est une distribution d'équilibre. 

Considérons une certaine distribution d'équilibre correspondant à une 
certaine position du corps diarnagnélique et des aimants; puis, supposons 
que, le corps étant placé dans la même position, on donne à toutes les par- 
ticules de ce corps la même aimantation, sauf à la particule dxi dy.^ dz2=^ dv^ 
que Ton supposera non aimantée. ^ aura alors une nouvelle valeur J' et 
Ton aura 

les quantités qui figurent au second membre ayant toutes la valeur qu'elles 
ont dans l'état d'équilibre considéré. Or, dans cet état d'équilibre, on a 

Hi>4 =: — // r 4 ( OTl * ) — ^ ; y 






On en déduit 



H- HÎJj h W2 \ 

o>i\ Ovi ÔZ2 






/'i'2(5r^2) - 2 ' >-2/— AP,(,Tl,) 

On a donc 

p;^--^(Or.,)Jc/..,. 
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Mais on sait que l'on a 



et 

.f,(o) = o. 
On a donc 






ou bien, en désignant par [x une valeur comprise entre o et OR/a, 

9'- ^ = ait î [p^ - ^pi^] da^r dy, dz,. 

Considérons maintenant des corps diamagnétiques seulement, pour les- 
quels la fonction F est constamment négative, et supposons que la fonction F 
soit assujettie à Tune des conditions suivantes : 

1^ Ou bien la fonction magnétisante est indépendante de l'intensité 
d'aimantation; 

2° Ou bien sa valeur absolue décroît lorsque l'intensité d'aimantation 
croît; 

'i^ Ou bien sa valeur absolue croît avec l'intensité d'aimantation, mais 
assez faiblement pour qu'une de ses valeurs ne soit jamais double d'une 
autre de ses valeurs. 

Ces restrictions sont certainement vérifiées par tous les corps diamagné- 
tiques connus dans les limites où l'on a pu les étudier jusqu'ici. 

Moyennant ces restrictions, 

1 I 

F,(on.o"^^\(fr) 

est certainement négatif. 

On voit, d'après cela, que, si, pour un quelconque des corps diamagné- 
tiques vérifiant les restrictions précédentes, on considère une distribution 
magnétique d'équilibre correspondant à un minimum du potentiel thermo- 
dynamique, on peut toujours trouver une distribution pour laquelle le po- 
tentiel thermodynamique a une valeur moindre que dans l'état d'équilibre 
considéré. 

Dès lors, s'il existe sur le corps diamagnétique un état d'équilibre magné- 
tique, c'est-à-dire un minimum du potentiel thermodynamique, ou bien le 
potentiel thermodynamique présentera une infinité d'autres minima, ou 
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l)i<ni il existera un noml)rc fiai ou infini de séries illimitées et continues de 
dislrihutions magnétiques, telles que le long de chacune d'elles le potentiel 
thermodynamique décroisse sans cesse. 

Une série semblable à celle que nous venons de considérer représenterait 
une transformation possible du corps diamagné tique. Si donc une circon- 
stance quelconque amenait la distribution sur ce corps à se confondre avec 
Tun des termes de cette série, il pourrait se faire qu'à partir de ce moment, 
bien que le corps demeurât invariable de position en présence d'aimants 
invariables, son aimantation se mît à varier indéfiniment sans jamais par- 
venir à un état permanent. 

Comme nous avons vu directement que, pour un corps diamagnétique 
dont le coefficient d'aimanlalion est constant, il ne peut exister plusieurs 
états d'équilibre magnétique, la démonstration que nous avons exposée 
conduit à penser qu'un semblable corps présenterait le singulier phéno- 
mène que nous venons de décrire. Pour un corps diamagnétique dont le 
coefficient d'aimantation est variable, il pourrait présenter soit le phéno- 
mène que nous venons de décrire, soit plusieurs états d'équilibi'c, soit à la 
fois Tune et l'autre particularité. 

Ces conséquences quelijue peu paradoxales paraissent avoir déjà reçu un 
commencement de vérification expérimentale. 11 en résulterait en effet 
qu'un corps diamagnétique, placé dans une position déterminée dans un 
champ magnétique déterminé, pourrait présenter un momenl magné- 
ti(]ue variable avec la série de transformations qui a servi à Tamener dans 
ce champ. C'est ce que semblent montrer de récentes expériences de M. P. 
Joubin {*). 

« J'avais essayé, il y a quelque temps, dit M. P. Joubin, d'utiliser l'ai- 
mantation des corps diamagné tiques pour mesurer l'intensité d'un champ 
magnétique, ce qui donnerait une méthode très rapide; mais, dès les pre- 
miers pas, une difficulté singulière s'était présentée, qui m'avait empêché 
de continuer. » 

Cette difficulté résultait de l'observation suivante. 

(Jn petit barreau de bismuth, muni d'un léger miroir, était suspendu 
par un bifilaire entre les deux pôles d'un électro-aimanl. Sous rinfluence 



(' ) P. Joubin, Sur la mesure des champs magnc'tifjues jtar les corps diamagnétiques 
{Comptes rendus des séances de l' Académie des Sciences, t. G\'f, p. 73f>; 12 mars 1888). 



DE l'aimantation PAR INFLUENCE. L.53 

des forces magnétiques et du couple de la suspension, il prenait une nou- 
velle position d'équilibre, très peu différente de la première^ d'où Ton 
comptait déduire la valeur du champ. Mais il fut immédiatement évident 
que, pour le but proposé, la méthode ne valait rien. 

En effet, pour un même courant, c'est-à-dire pour un même champ, la 
position du barreau dépendait de la* suite des modifications magnétiques 
qu'on lui avait fait subir. Si l'on trace une courbe en prenant comme ab- 
scisse l'intensité du courant et comme ordonnées les déviations, le point 
figuratif se déplace sur une ligne droite quand on fait croître les intensités 
de o à 4û ampères; mais si, à partir de ce moment, on diminue graduelle- 
ment le courant, le point se déplace sur une autre droite très inclinée par 
rapport à la précédente, de telle sorte que, lorsqu'on revient à i5 ampères, 
la déviation est presque double de celle qui correspondait primitivement 
au même courant. 

Si l'on ouvre ensuite le circuit, et si l'on recommence l'expérience, on 
retrouve la série des déviations représentées par la première droite, ce qui 
exclut l'idée de chercher l'explication du phénomène observé dans une 
aimantation permanente du barreau de bismuth (*). 

Le même fait s'est produit avec un simple miroir de verre rectangulaire, 
qui s'aimante comme le bismuth, mais plus faiblement. L'augmentation du 
moment magnétique pour un même courant atteignait encore, dans ce cas, 
le quinzième de sa valeur, changement bien considérable pour pouvoir être 
attribué à une variation dans la grandeur du champ. 

M. P. Joubin, qui avait fait ces expériences sans connaître la théorie que 
nous venons d'exposer, pense qu'elles peuvent servir à confirmer les consé- 
quences paradoxales de cette théorie. 

Cette question est assurément encore fort obscure, tant au point de vue 
théorique qu'au point de vue expérimental. M. Joubin doit reprendre ses 
recherches sur ce sujet. Les résultats auxquels il parviendra contribueront 
certainement à éclaircir quelque peu ce problème. 



(*) Ce dernier détail ne se trouve point dans la Noie publiée par M. P. Joubin. Je le 
tiens de M. P. Joubin lui-même. 
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CHAPITRE IV. 



ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT D'UNE MASSE MAGNÉTIQUE EN PRÉSENCE 

D'AIMANTS. 



§ I. — Équations d'équilibre d'une masse magnétique 

en présence d'aimants. 

1. Nous avons examiné les lois qui président k la distribution stable du 
magnétisme sur une masse magnétique ou diamagnétique mise en présence 
d'aimants permanents et maintenue invariable de forme, de position et 
d'état physique et chimique. Une nouvelle question s'impose maintenant : 
une masse magnétique invariable de forme, de position et d'état physique 
étant placée en présence d'aimants permanents, dans quelles circonstances 
sera-t-elle en équilibre ? Cet équilibre sera-t-il stable ? Lorsque les condi- 
tions d'équilibre ne sont pas remplies, comment se déplacera- t-elle? 

Nous supposerons, pour trouver les conditions d'équilibre d'une sem- 
blable masse, qu'elle soit soumise à des actions extérieures quelconques, et 
nous désignerons par X, Y, Z les composantes de la force extérieure qui a 
son point d'application en or, y, z. 

Les conditions d'équilibre seront aisées à trouver. Pour exprimer qu'un 
état du système est un état d'équilibre, nous ferons subir à ce système une 
modification virtuelle quelconque, et, désignant par Ori la variation subie par 
le potentiel thermodynamique interne et par 06 le travail des forces exté- 
rieures, nous écrirons, conformément aux principes posés dans le Cha- 
pitre T, 



(l) Orf = dS. 

I^es paramètres indépendants dont la variation constitue la modification 
virtuelle que nous avons à considérer sont les composantes Sx, oy^ oz de 
la translation imprimée à la masse magnétique; les composantes oX, 0[x, Sv 
de la rotation imposée à la même masse; enfin les variations S-,1., oift), Ss 
que subissent en chaque point les composantes de l'aimantation. 

D'après Tégalité (19) du Chapitre I, nous avons 



(2) 



jz=E(U — TS)-+-5-l- r.7(;)iTL, a,;3, ...)^t'; 
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d'où, puisque E(U — TS) demeure invariable dans la modification consi- 
dérée, 

(3) ô#=dj-h Tô^C^, a,(3, ..,)dv. 

D'après Tégalité (i4) du Chapitre I, nous avons 

rintégration s'étendant à tout le système. 

Cette égalité peut se mettre sous une forme plus explicite. Désignons les 
aimants permanents par Tindice (i) et les masses dénuées de force coer- 
citive par l'indice (2); par Vll>^ la fonction potentielle des masses distribuées 
sur les aimants permanents en un point (a;,, y,, Z|) de ces aimants; parvjv^'j 
la fonction potentielle des masses distribuées sur les corps dénués de force 
coercilive en un point (^2?y2? -^2) de ces corps; par V)., la fonction poten- 
tielle des masses distribuées sur les aimants permanents en un point 
{^ii y 21 ^2 ) des corps dénués de force coercitive. Nous pourrons alors écrire 

Cela posé, il est aisé de voir que Tégalité (3) deviendra 

(x ^^' I Dh^^* aJ^VIt/^^ 

J L V"^ ^^i ^ dxdy ^ dxdz) ^ 
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dV\ 



-h iiîi 



ôx dy 
ai 
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o 






0- 

0^] 



t/l^ 



c^j?* ôx dy âxdi 

j L ^^ ^/ ^^ J 

r j_ <}>?(orL, se, 3,...) 

J DXlu ()D\1 



( ^l. ô--/!» -h lU» 5iiî) -f- 3 53) t/(s 



cgalilc dans laquelle toutes les intégrations se rapportent au corps dénué 
de force coercitîve. 

Le travail des forces extérieures a pour valeur 



(5) 



6c: --= ôx 1\ 4- SvlY H- dz 11 



Si Ton reporte ces expressions dans Tégalité (i) et si Ton écrit que cette 
égalité doit avoir lieu quels que soient Sa;, S^, S^; oX, S[x, §v; o-A, âiJb, 
§3, ou trouve, en premier lieu, les équations (2) du Chapitre I, qui déter- 
minent la distribution magnétique sur les conducteurs devenus immobiles, 
et, en second lieu, les six équations suivantes : 



h 



(^>) 



/[ ( 
-( 

-( 



Or' 
âx à y 



t)l> 



\s\ 



ôv ôz 
0^ i>, 



\\\y 



Ô' v\ 
y ôx 

ô^ l), 
• ôy^' 

ô"- v\ 
ôv ôz 



o 



ô^x\ 

ôz ôx 

ôn_\ 
ôz ôy 

ô' V, 



dv - 1 \, 



dK^ = 2 Y. 






'.■\i> 



i\î> 



ôx ôz 

ôn\^ 



\i>> 



ô-" \% 

ôyôz 
ô- V), 



ÔZ' J"^ 



r\o 



<iV> 



ÔX Ô y 

ô ^ l\ 
ôx- 

ô' Vj 
ôx ôz 

ô' V\ 
ôx ôy 

ô ^ V\ 
ôx^ 



^ 4- Hl> -.-V .-t- ^ 



\\\^ 



\\\ 



\\\ 



Vi> 



Ô' l>, 

Ôy ÔX 

ô' Vj 
ôyôz 

ô' v\ 

ô^x\ 

ôy ôx 



HZy-Yz), 



"^ ôz dx) " 

2 ^^\ .ri di> = l(\z - Zx), 



ôzàr 



jy\di> = 



l{Yx-\y), 
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Ces dernières équations pourraient d'ailleurs s'établir directement en par- 
tant des résultats expérimentaux sur lesquels, au Chapitre I, nous avons 
fondé la détermination du potentiel thermodynamique d'un système qui 
renferme des aimants. 



§ II. — L'état d'équilibre d'une masse magnétique 
en présence d'aimants permanents est-il un état d'équilibre stable? 

2. Arrivons maintenant à la question principale que nous voulons exa- 
miner dans ce Chapitre; une masse magnétique étant mise en présence 
d'aimants permanents, sa position d'équilibre est fixée par les équations (G) ; 
cette position d'équilibre est-elle une position d'équilibre stable? 

Pour discuter cette question, nous supposerons que ks forces extérieures 
admettent un potentiel W. Dans ce cas, le système admettra un potentiel 
thermodynamique total $, qui sera la somme du potentiel thermodyna- 
mique interne § et du potentiel des forces extérieures W 

Si, pour toutes les modifications virtuelles qui laissent invariables la 
forme du corps dénué de force coercitive et son état physique ou chimique, 
O subit une variation positive, le système est en état d'équihbre stable; la 
variation première de $ étant identiquement nulle, puisque nous supposons 
réalisées les conditions indiquées au paragraphe précédent, nous sommes 
amenés à chercher si la variation seconde de $ 

est positive. 

Nous nous contenterons d'examiner le cas où les forces extérieures se 
réduisent : 

I® A une pression normale et uniforme sur la surface du corps magné- 
tique ; 

2*^ A une force constante en grandeur et en direction appliquée à chacun 
des éléments du corps magnétique. 

C'est sensiblement le cas présenté par un corps magnétique placé dans 
l'air et soumis à. l'action de la pesanteur. 

De plus, nous commencerons par rechercher si S^$ est positif non pas 
pour toute modification virtuelle, mais seulement pour toute translation 

Il —Fac. de r. L.8 
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virtuelle. Dans ces conditions, il n'est pas difficile de voir que 

et que la question se ramène à chercher le signe de S^^. 

(]ette quantité a alors une expression très simple; elle se présente comme 
une forme homogène et du second ordre de Ix^ S^, ^z et cette forme est la 
suivante : 



(:) 



o'.iz=/i 






àx dy^ 



.. r( , d'x), 

2dySzj L 



(? l), 



dyôx^ 



-\- \\\y 



^S\^ 



d' V), 
âyâz* 



.c> 



.<r> 



p. 



dz dx 
dz ôy^ 



-) 



dK> 



^C 



?)■"• 



dx dy dz 



\% 



ôy*dz àz^dy 



dv 



iLÔz ôx I Kl) ^ ^ ' 4- nl> 
'?idxdy I (c 



ô^V, 



dx dy dz 



dx^ dy (^^* c^^r (^ 



d' V\ \ . 
X dy dz ) J 



Avant d'étudier le signe de cette quantité, demandons-nous si elle peut 
êlre identiquement nulle. 

L'égalité à o de tous les coefficients de cette forme a un sens très simple. 

Imaginons la masse magnétique que nous considérons placée dans sa 
position d'équilibre; elle y prend une certaine aimantation; les aimants 
permanents en présence desquels elle se trouve exercent sur elle certaines 
actions réductibles à une force et à un couple; soient «x, 3", % les compo- 
santes de la force et R cette force. Les choses étant dans cet état, imagi-^ 
nous que nous fixions invariablement l'aimantation de la masse magnétique 
et que nous imprimions à cette masse une translation ayant pour compo- 
sante Sa;, S/, S:r, -v, ^^ 5û subiront certaines variations 






y "s 



yi ^. 



> 6x -h 4' 6y -H l" ôz, 
nox -\-n' dy -h ri" ôz. 
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Or il est aisé de voir que l'on a 

Cl que l'égalité (7) peut s'écrire 

Si donc la quantité S*^ est identiquement nulle, c'est que la force R ne 
varie ni en grandeur ni en direction dans cette translation. 

11 peut arriver que ce cas se réalise ; il serait réalisé, par exemple, si le 
champ engendré par les aimants permanents et dans lequel se trouve la 
masse magnétique était un champ magnétique uniforme. Toutefois le cas 
dont il s'agit est certainement très particulier. 

Excluons maintenant ce cas de nos recherches, et supposons que la 
quantité S^# déterminée par l'égaHté (7) ne soit pas identiquement nulle. 
Peut-il arriver qu'elle demeure toujours positive, quels que soient Sx, 
Sy, Se? Il serait évidemment nécessaire, pour qu'il en fût ainsi, que les 
trois coefficients de 8x^, 8y^j 8z^ fussent tous les trois positifs. Or la somme 
de ces trois coefficients peut s'écrire 

hf(x ^ AtD.4- B ^ At).-H e ^ AO,) d., 

rintégration s'étendant au volume entier de la masse dénuée de force coer- 
citive. 

Mais, en chaque point de cette masse, on a 

At),=:o, 

puisque t)a est, en un point de cette masse, la fonction potentielle d'une 
aimantation qui lui est extérieure. On a donc aussi en tous ces points 

La somme des coefficients de 8x^y Sy^j Sz^ étant identiquement nulle 
dans l'expression de S^#, il existe certainement des translations virtuelles 
pour lesquelles S^^ est négatif. 
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Dès lors nous pouvons énoncer la proposition suiv<inte : 

Si l'on excepte un cei'tain cas particulier qui comprend^ comme cas 
encoj^e plus particulier, celui oh les aimants permanents engendreraient 
un champ uniforme^ un corps magnétique ou diamagnctiquey soumis à 
l'action d'aimants permanents, d'une pression extérieure normale et 
uniforme et de forces extérieures constantes en grandeur el en direc- 
tion appliquées à chacun de ses éléments, ne peut prendre aucune posi- 
tion d'équilibre qui ne soit instable. 

3. Pour parvenir à la proposition précédente, nous avons regarde les 
rotations et translations imposées au corps solide d'une part et les varia- 
tions imposées à l'aimantation d'autre part comme des paramètres que Ton 
pouvait faire varier d'une manière indépendante dans les modifications 
virtuelles et nous avons fait varier seulement les premiers. On peut se 
placer à un autre point de vue ; on peut admettre que sur la masse magné- 
tique que Ton considère la distribution magnétique est à chaque instant la 
distribution d'équilibre pour la position que la masse occupe à cet instant. 
Les équations (2) du Chapitre I deviennent alors, pour les modifications 
virtuelles, des équations de liaison. 

Ce point de vue, qui revient à regarder \i\ vitesse avec laquelle s'établit 
réquilibre magnétique sur un corps qui se déplace comme infinie par rap- 
port à la vitesse de son déplacement, est évidemment plus restreint que le 
premier. Toutes les modifications virtuelles possibles dans les nouvelles con- 
ditions le sont dans les anciennes, mais la réciproque n'est pas vraie. Il 
pourrait donc se faire qu'un état d'équilibre instable au premier point de 
vue ne le fût plus au second (* ). 

iVous allons donc reprendre l'étude de la stabilité de l'équilibre en sup- 
posant que l'aimantation de la masse magnétique vérifie sans cesse les éga- 
lités 

cloj = — /f 1 2 ( OK , a, p, . . . ) -^ — , 

( 8 ) ' >(!., = - /. F, ( .m , «, (3, . . . ) '^"* "^ "^'^ ^ 



ày 



» 






( *) Celte distinction a déjà été indiquée, pour un corps électrisé très petit, par Maxwell, 
sous le nom de théorème d*Earnshaw {Traité d'Électricité et de Magnétisme, traduit 
par Seligmann-Lui, t. I, p. 18/). 
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Pour que 8^^ soit positif pour tous les déplacements virtuels de la masse 
magnétique, il est nécessaire tout d'abord qu'il soit positif pour toutes les 
translations. Supposons donc que Ton ait 

Le corps subissant la translation dont les composantes sont 8x, Sy^ 8z 
pour que les équations (8) demeurent vérifiées, X, ift), C doivent varier de 
quantités que nous désignerons par S'X, S'iJb, 8'Q. On a alors, en vertu de 
régalité(4), 

(9) ô.i = h\ 5.J{x^+^^^^e^y. 



'^ J \ dxdy dy^ ^ dz dyj 



(/vT a y oz 



J DXL âOïL ^ ^ 

Les équations de l'équilibre magnétique doivent être vérifiées dans la 
position initiale du système. On sait que ces équations (8) signifient simple- 
ment que l'on a 

quels que soient Sjl,, S\)i), So. 

Ces équations (8) doivent être encore vérifiées après que la masse ma- 
gnétique a subi la translation Sa?, Sy^ Sz et que <.l>, ail), 3 sont devenus 
cA, -f- S'ol,, iil) -f- S'all), 8-+-S'8; en d'autres termes, cette modification doit 
faire éprouver au premier membre de l'égalité (lo) une variation égale k o, 
quels que soient Sx, SiP.», Sg. 

Cherchons l'expression de cette variation. 

La quantité 

h I i -r— î OX -+- -r— (NI) 4- --TT 0^ ) ^*' 



L.G2 p. DUHEM. 

varie siniplcment de 






Pour trouver la variation de 






nous devons nous souvenir de l'expression ^>, 




di d'- d'- 

l'intégration s'étendant au volume entier du corps magnétique. Il sera alors 
évident que la variation de la quantité précédente a pour valeur 



/[ -é/' 



ji di di 

o-r ay az' ' 



^ '"'•• TyJ l^' '''"'-^ ^" '''''^ ^" ''''' '""" 










toutes les intégrations s'étendant au volume entier du corps magnétique. 
Enfin, la quantité 

j oïL don. ^ ^ 

subit, on le voit aisément, la variation 

j OK (^ort ^ ^ 

j on. dOR L^^ <^^^ J 

(X ÔM) 4- \»i> ô' Ul> 4- 3 ô' 8 ) c^r. 



DE l'aimantation PAR INFLUENCE. L.63 

Ainsi donc, en égalant à o la variation du premier membre de l'égalité 
(lo), on trouve 

I J \ dx* oy ax as dx ) 



J \dx àz oy oz oz^ ) 








àf 



(X d'x 4- iib 3' \iî) + e 3'e) ^i^ = o. 

Dans cette égalité, toutes les intégrations sont étendues au corps magné- 
tique tout entier; les quantités Sa», Sift), Sg sont arbitraires ^ tandis que 
les quantités S'x, S'ifc, S'G 50/i/ c/e^ fonctions déterminées de 8xj Syj 8z. 

Après avoir donné au corps magnétique une translation Sx^ Sy, 8z qui 
faisait varier Jii,, ifc, G de S^x, S'ifc, S'a et ^de la quantité S# donnée par 
l'égalité (9), imprimons une seconde fois à ce corps la translation Sa?, 
S/, Sz; S' x, S'ifc, S'e vont varier de S'^x, S'*ifc, S'^e et S^ va varier de S^^f . 
Proposons-nous de calculer S*#, d'après l'expression (9) de S^. 

La quantité 

L J \ ox^ oy ax oz oxj 

•^J \ dxdj' '' (?/* ^ dzdy) 
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va subir la variation 



J \ Ovâfdz ôy^âz ôz^ ôy J 

j \ ÔJL'' ôz ax OY ôz az' ox J 

J \ c^-2^*^/ '\}/* (?j: ^ dx ôy ôz) 



J \ ôx^ oy ôx az ôx / 

" J \âx dy dy^ dz ày J 

La quantité 
subit une variation 



La quantité 

h I -^ — ol) H r-î d'llî> H T— o^£]di> 

J \ ôx ay OZ ) 
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subit une variation 



V [ ''"-éj [U''^'^' 



d'- d'- 

dy dz' I 




-^''"'hJ ^ô^'^'^'^'^w^'^'-^'à^'^'^'' 




H-ô'e^ / [^^i'x'-^J^o'^s\>'-\-^à'^'}di>'\d^' 



;ô'.i/-^iç3'aJ^.J 






l^^nfin la quantité 



y^_L ^^^'^^'/^'^^'•'^ (cA. 3'.^ -H lib 3' Dî, -H c 0- a ) ^. 



subit la variation 



+ r _L ^^îI^I^^lPi^ [.,. a'.x + 1)5, d'« «h + s ô'« s ] ^i- 
^JsiCaââLôn: 55n: ^{^s x + mu Mi>-i-^o <.yd^: 

Nous avons obtenu ainsi les variations subies par les divers termes 
de 0^. En les réunissant dans un ordre convenablement choisi, nous arrivons 
à la formule suivante : 



(') 
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;t ;î rfi '^*^^« ^,.L à^^lf . - <^n>i \ , ... 

r{ r, «^(v>.+^») ^ vU ().f(.m,a, ?. ■■.) i 

I (h' 0\L dOK. J ^ ' 

L (^3 OfL ();)rL J 5 ^^' 



•H 



-/W o 



'5>' / ( -1 — -ê- -'^ H — i-T^ â'iU»-+- jï — r- <y <L.\dv (11) 

* J \ri./(^/ à y àzôy ) 

J \ÙX OZ OY OZ OZ^ ) 







â7 ^'^■^^'^^■^'^)''' <'^> 




-'^'"'•57/ l5J^^'-^'^J?''"''-^5F°^'- /''"' <'^) 




^^'^dzj (^â?^^'-^'-^3^'^''«''+^'^'^'/''*''l''''l ('3) 



_:ô'c')c/.'Jj. 



^/i ^^^"^^"r. '^' ^ [(aM.)* + (ô'«!.)--t-(ô'S)']rff (16) 
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Cette égalité, passablement compliquée en apparence, va pouvoir se 
mettre sous une forme qui nous donnera une interprétation immédiate de 
la (juantité 8^^. 

Conservons leur forme aux termes des lignes (i),( 2), (3), (4), (5) et (G). 

Si Ton observe que X, iib, G doivent vérifier les équations (8) et si, dans 
CCS équations, on remplace j(31L, a, p, . . .) par sa valeur 



dOïL 

on verra sans peine que les termes qui occupent les lignes (7), (8) et (9) 
s'évanouissent. 

L'égalité (i i) doit avoir lieu quels que soient S-.1,, Sdî>, Se Elle aura donc 
lieu, en particulier, si Ton y fait 

a*l,=:ô'«A«, 5lli»=Ô'\)b, àZ:=.è'Q. 

Son premier membre devient alors identique à l'ensemble des termes qui, 
dans l'égalité (12) occupent les lignes (10), (11), (12), (i3), (i4)? ('5), 
(iG) et (17). L'ensemble de tous ces termes est donc égal à o. 

Quant aux termes qui occupent les lignes (18), (19) et (20), ils sont iden- 
tiques aux termes qui occupent les lignes (10), (11), (12). Ce que nous 
venons de dire permet donc de remplacer les termes des lignes (18), (19) et 
(20) par l'ensemble changé de signe des termes des lignes (i3), (i4)î 
(i5), (16) et (17). Nous avons alors 



2 



H- 2 
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i^a'..v-..i^ô'3').A'J 



_y_j_ <^''^(-'^"-^«^>^?>---) [,ô'-M'-(a'..!.)* + (o-2)»]rf.- (,o) 

Nous avons dit que celte forme simplifiée de o^^y se prêtait à une inter- 
prélation très simple. 

Imaginons en premier lieu que, le corps étant placé dans sa position 
créquilibre et y ayant pris l'aimantation d'éciuilibre, on rende son magné- 
lisme rigide, puis qu'on lui imprime deux fois de suite une translation quel- 
conque o.r, iy^ 0^; j aura une certaine variation seconde que nous dési- 
gnerons par o";Jrf. 

Imaginons, en second lieu, que, le même corps étant placé dans la même 
position d'équilibre et y ayant de même pris Taimantation d'équilibre, on 
maintienne ce corps immobile et que Ton fasse subir à l'aimantation, 
en chaque point, deux fois de suite des variations précisément égales à o%l>, 
o'u\>, oc; 'f subira une variation seconde que nous désignerons par o^.f. 

Or il est aisé de voir que l'ensemble des termes qui, dans l'égalité (i3), 
occupent les lignes (i), (2), (3), (4), (5) et (G) forment l'expression de 
0^ J, tandis que l'ensemble des termes qui occupent les lignes (7), (8), (9), 
(10) et (i i) forment l'expression changée de signe de Si;^. On a, par con- 
séquent. 



(i4) âKi = ô\rf-^dlri. 



Les conséquences de cette égalité si simple sont maintenant faciles à tirer. 

Supposons que le corps, étant maintenu dans la position d'équilibre con- 
sidéré, se recouvre d'une distribution magnétique qui demeure stable pour 
cette position du corps. Dans ces conditions, si l'on fait subir deux fois de 
suite à l'aimantation en chaque point une variation quelconque Sju, Siïk, 
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63, i subira une variation seconde positive. Il en sera ainsi en particulier 
pour la variation seconde S^^:^ correspondant au cas où Ton fait ^A> = o'-^io, 

Siii = ô'ift,et Sa = S'e. 

La quantité —^\i sera donc une quantité toujours négative. D'autre 
part, nous savons que la quantité Sj^est, ou bien identiquement nulle, ou 
bien positive pour certaines translations et négative pour d'autres. Donc il 
existe assurément des translations pour lesquelles la quantité Z\i est néga- 
tive, et nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

S'il existe une position d'équilibre pour une masse magnétique ou 
diamagnétique quelconque j soumise à V action d'aimants permanents y 
d' une pression normale et uniforme aux divers points de sa surface et 
d'une force constante en grandeur et en direction agissant sur ses divers 
éléments, et si de plus l'aimantation de cette masse demeure stable lors- 
qu'on maintient cette masse dans cette position, l'équilibre de cette masse 
est un équilibre instable. 

Ainsi, si l'on regarde l'aimantation d'un corps comme liée à chaque 
instant à sa position par les équations de l'aimantation par influence, il 
n'existe pas de moyen de réaliser, par des aimants, l'équilibre d'un corps 
magnétique ou diamagnétique soumis à l'action de la pesanteur et à la pres- 
sion atmosphérique. 

§ III. — Sur une loi de Faraday. 

4. Il n'est peut-être pas inutile d'insister sur ce que le résultat précé- 
dent ( * ) présente de paradoxal. Il pourrait sembler au premier abord que 
la deuxième manière d'envisager la stabilité de l'équilibre d'un corps placé 
dans un champ magnétique, en astreignant tout déplacement virtuel du 
corps à produire une perturbation au sein d'une distribution magnétique 
stable, doit augmenter les chances de stabilité du système. On voit au con- 
traire que cette circonstance diminue la stabilité du système, puisqu'elle 
diminue la variation seconde du potentiel thermodynamique précisément 
de la quantité qui constituerait cette variation seconde si l'on dérangeait 
l'aimantation du corps sans déranger sa position. 



(1) Ce réMiltai'«ffirii^4||l i|fti»bleaa oar Maxwell pour un corps électrisé infiniment petit 
(TraUi ^'^^^f!Éi|j^^ ^^- P^>^ Seligmann-Lui, t. I, p. 181). 
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Cette remarque fait comprendre combien il était nécessaire de traiter le 
problème précédent par des raisonnements entièrement rigoureux; il suffît, 
pour s'en convaincre, de comparer les conclusions précédentes à celles que 
Sir W. Thomson a cru pouvoir énoncer sans démonstration : 

« Dans le Mémoire que j'ai publié dans le Cambridge and Dublin 
Mathematical Journal , dit Sir W. Thomson ('), j'ai indiqué qu'une 
petite sphère d'une substance ferromagnétique ou diamagnétique placée au 
voisinage d'aimants et soustraite à l'action de toute force non magnétique 
était en équilibre lorsqu'elle se trouvait en un point où la force résultante 
(que je désignais par R) était maximum, ou minimum, ou avait une valeur 
stationnaire;]Q disais de plus que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une petite sphère diamagnétique soit en équilibre stable est que la 
force R soit minima en valeur absolue; enfin, j'ajoutais : « S'il existe un 
» point extérieur aux aimants où la force résultante ait une valeur maxima, 
» ce point est une position d'équilibre stable pour une sphère infiniment 
» petite de fer doux, et toute autre position est nécessairement instable. » 

» Postérieurement à la publication de ce Mémoire, j'ai réussi à prouver 
que la force résultante ne pouvait avoir aucun maximum absolu en un point 
extérieur à l'aimant et que, par conséquent, il ne pouvait exister de posi- 
tion d'équilibre stable pour une sphère ferromagnétique infiniment petite 
parfaitement libre de toute liaison. J'ai trouvé tout récemment qu'il existait 
des points où la force résultante avait un minimum absolu différent de 
zéro, et, par conséquent, qu'il existait pour une sphère diamagnétique des 
positions d'équilibre stable non comprises dans le cas où la force s'évanouit, 
cas noté dans le Mémoire en question. Ce cas offre l'exemple le plus simple 
de ce fait extraordinaire présenté par un corps solide qui, repoussé par des 
aimants, se trouve en équililjre stable. Par exemple, fixons deux barreaux 
aimantés au voisinage l'un de l'autre, leurs pcMes de même nom en regard; 
il y aura évidemment entre ces deux pôles un point où la force résultante 
sera nulle; une petite sphère diamagnétique placée dans une position quel- 
conque suffisamment voisine de ce point serait repoussée. Il apparaît bien 
aisément qu'une sphère infiniment petite d'une substance diamagnétique 



(') Sir W. TuoMSON, liemarks on the forces experle nced by inductwely magnetized 
ferroinagnctic or diamagnetic non-crystalline substances {Philosophical Magazine^ 
iSjo. — llcprint of papers on electrosiatics and magnctism, i""' cdit., p. 5o8; 2* cdit., 
p. 5r i ). 
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soumise à l'action de la pesanteur, sans aucun support ni soutien, serait en 
équilibre stable un peu au-dessous de cette position, pourvu seulement que 
les aimants soient assez puissants. 

M II est toutefois extrêmement improbable qu'un essai pour réaliser cette 
expérience soit couronné de succès ; car, même dans les cas les plus favo- 
rables, on n'a jamais obtenu une répulsion diamagnctique d'un solide qui 
approchât en grandeur du poids du corps. Toutefois nous pouvons consi- 
dérer comme obtenue la véritable solution théorique du célèbre problème 
suggéré par le cercueil de Mahomet, et ce n'est pas la moins curieuse parmi 
les conséquences des découvertes de Faraday . » 

Il est aisé de voir où se trouvent les points inexacts de la déduction de 
Sir W. Thomson. 

Il est facile d'abord de vérifier l'exactitude de cette proposition qu'il a 
énoncée et dont il n'a point publié de démonstration : 

La valeur absolue de la force résultante R en un point d^un champ 
magnétique ne peut présenter de maximum^ mais elle peut être mini- 
mum. 

Pour démontrer cette proposition, il suffit d'en prouver l'exactitude pour 
le carré R^ de la force résultante. 

Soit \*) la fonction potentielle magnétique en un point du champ. 
Nous avons 



"■="•[(£)■- (0)"- (S)'] 



De là nous déduisons 



dx ~ \dx dx^ ày dy ùx dz ôzâxj 

dy ~~ \dx dxây dy ây* âz ôzàyj 

" âz ~ô^y 






âz \dx dx dz dy dydz 



Calculons la variation seconde de R^. Nous aurons 



ô*R*= A da;*4- B dy^H- C (Î3*H- 2D dydz ^2Edzdx-h 2F d.r dy, 
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égalité dans laquelle 

\àx ôjc* ÔY dy dx^ dz dzdx^J 

^ \()x ôx dv^ àr ôy^ dz ôzây^j' 



D- 



-:- a 



E^ 2 



F=: 



c)^" ÔJoôz^ ' ôy dy dz^ ' dz ôz^ )^ 

làx ây ôx dz "^ Oy ô'z \ ôy'' "^ ôz* )\ 

\ ôx Ox dy ôz ôy ôy* ôz ôz ôz^ ôy ) ' 

y^ôyôzôyôx ôzôx\ôz* ^-^^Vj 

ô<> (?^V> \ 
ôz ôz^ ôxj 

l\ôxôz ôzôy "^ ôxôy\ôx' "^ ôy* J ] 

in* ( — 1 H I 

\ôx ôx^ ôy ôy ôy* ôx ôz ôxôyôzj 



,^,ô<> Ô^K^ ô-O ô'^^ 

-- 2/t* l 4- -h 

ÔX ôx^ ôz ôy ôx ôy ôz 



Pcul-il se faire qu'en un point du champ la quantité o^R^ soit négative 
pour tous les déplacements virtuels possibles ou?, cy, ô:r? Pour cela, il serait 
nécessaire, en premier lieu, que Ton eût 

A < o, B < o, C < o 

et, par conséquent, 

A -T- B -^ C < o. 
Or on a 
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Mais, en tout point du champ, on a 
et, par conséquent, 

La quantité A -h B 4- G se réduit donc à une somme de carrés et ne peut 
jamais être négative. Il est donc bien démontré que la valeur absolue de 
la force ne peut jarnais, dans un champ magnétique, présenter de maximum. 
Elle peut au contraire présenter des minima; Sir W. Thomson en a donne 
un exemple dans le passage que nous citions tout à Theure. 

5. La proposition énoncée par Sir W. Thomson sur la possibilité des 
maxima ou des minima de la valeur absolue de la force en un point d'un 
champ magnétique étant démontrée vraie, l'explication de la contradic- 
tion entre les résultats auxquels il est parvenu relativement à la stabilité de 
l'équilibre d'une masse diamagnétique en présence d'aimants permanents 
et ceux que nous avons obtenus doit être cherchée dans l'examen de la loi 
sur laquelle il fait reposer son analyse. 

Cette loi, énoncée par Faraday, puis précisée et démontrée par Sir W. 
Thomson, est la suivante : 

Un corps magnétique très petit placé sans vitesse initiale dans un 
champ magnétique se déplace dans un sens tel que la valeur absolue de 
la force du champ soit plus grande au point où il se rend qu^au point 
où il se trouvait; V inverse a lieu pour un corps diamagnétique. 

Si cette loi était exacte, la proposition de Sir W. Thomson sur la stabi- 
lité de l'équilibre d'une masse diamagnétique en présence d'aimants per- 
manents en résulterait nécessairement. Comme nous avons vu directement 
que cette proposition ne pouvait être exacte, la loi de Faraday ne peut 
Têtre non plus. Examinons donc en quel point pèche la démonstration qui 
en est donnée. 

Pour que le petit con» Qûndd subir une translation Ix^ £/, $z, 

II. — Foc. I* L.io 
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flurant laquelle les composantes de raimanlation varient de ô^i,, ôifti, oG, il 
faut que le potentiel thermodynamique diminue durant raccomplissement 
de celte modification. 

Or la variation du potentiel thermodynamique a pour valeur 

Mais, réquilihre magnétique étant étahli sur le corps, on a 






oiVj rfon-, ' dzt 



ce qui peul encore s'écrire 

S, = - A F(3TL,)^(0, + '??,). 

Moyennant ces diverses égalités, l'égalité précédente devient 
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-l„../rp..,|;[(g)^(t)'-(t)']'"- 

-^'-/^'-■>é[(g)'-(t)'-(t)']<"- 

— hèx fF(Dïi )(—^ ^!!^4- ^ <^'t)s ()^î â^Vt \^^. 

- h a. rF(oit,) f ^ /^ + 5^ -^ + ^ ^-;^') rf,,. 

j \dj?, dx^dz^ dyt dytoz^ ôz^ oz\ J 

Le corps est jusqu'ici de forme quelconque. Supposons-le infiniment 
petit. Soit R la force au point (^2, JK25 ^2) du champ où il se trouve placé. 
Nous aurons 

el par conséquent l'égalité précédente deviendra 

J * L \àxt dx\ dy^ dy^dx^ dz^ dz^dx^J 

-^XdXi dx^dyt dy^ dy\ dz^ dz^dy^) 

\dx^ dx^dz^ dyi dy^dz^ ôz^ àz\ ) \ '' 

Sir W. Thomson a admis que, grâce à l'infinie petitesse du corps, on 
avait dans tout l'espace 

et, par conséquent, 

^^î d^^t d^i 

0x2 ây^ âzi 

L'égalité précédente devenait alors simplement 



,^=-'-^'(i^-^i'^--f ^-■■) ■ 
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Pour que la transformation soit possible, il faut que Ton ait 

dri<0 

ou 

Pour les corps magnétiques, ¥(01^2) est positif et Tincgalité précédente 
devient 

-3 — OX •+- -^— OY H r— OZ > O. 

OX OY ^ ÔZ 

Pour les corps diamagnétiques, F(aiL2) est négatif, et l'inégalité précé- 
dente devient 

-3— hx -h -.— dv 4- -3— OZ < o. 
ôx ôy (72 

Ces deux inégalités sont bien l'expression algébrique de la loi de Faraday 
qui se trouverait ainsi démontrée. 

Mais il est aisé de voir que l'on ne peut poser en un point du corps ai- 
manté très petit 

d^\ d^^ (Wi 

- — =0, -^ — =0, - -- =0. 

OXi OVf OZ 

Ces inégalités ne sont exactes que pour les points extérieurs au corps et 
situés il distance finie de ce corps. 

Considérons en effet un point de la surface de notre petit corps. En ce 
point, nous avons 

-^* -h -j^ =/i7:[A.îC0s(\, ^)4-DbsCOs(N/,7)4-3,cos(Nô z)] 



ou bien 






condition qui ne peut être réalisée que si -i-^y -r— ^> -r^ sont en gênerai au 

ux^ OYt uZf ^ 

voisinage du corps des quantités de l'ordre de F(oil2) 3v^» et par consé- 

quent que si le terme supprimé par Sir \V. Thomson est du même ordre de 
grandeur que celui qu'il a conservé. 

Ou voit, par conséquent, que la démonstration de la loi énoncée par Fa- 
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raday est insuffisante, et ce que nous avons dit nous oblige à rejeter cette 
loi. 

6. Les calculs que nous venons de faire peuvent nous servir presque im- 
médiatement à la discussion d'une méthode proposée par Jamin pour l'étude 
de la distribution du magnétisme sur un aimant permanent. 

On sait que la partie expérimentale de cette étude revient à déterminer 

la valeur de -tzt- aux divers points de la surface de cet aimant permanent. 

Voici comment Jamin s'y prenait pour déterminer cette quantité. 

Une petite masse de fer doux était placée au point de la surface de l'ai- 

mant où l'on voulait déterminer-^- On déterminait la force qu'il fallait 

lui appliquer pour l'arracher dans la direction de la normale à la surface. 
Jamin pensait que la force ainsi déterminée était proportionnelle à 

Pour justifier cette manière de voir, il admettait trois hypothèses : 

1° Le contact du morceau de fer doux ne modifie pas sensiblement la 
distribution sur l'aimant étudié. 

2° Dans les conditions où l'on opère, on peut négliger pour le fer doux 
la variation de F(ail2) avec 311/2. 

3*^ L'aimantation de la particule de fer doux est donnée par les équa- 
tions 

alo* "=■ A F -^ > 

Admettons sans discussion les deux premières hypothèses. 
La troisième est en tous cas inacceptable. On a en effet 

eî = -/*F^(t). + «),), 
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et nous venons de voir que l'on ne pouvait poser 

d^i d^\ (Wf 

ÔJCi d/j Ozi 

Acceptons toutefois pour un insttint cette hypothèse. 

Soit T la force normale nécessaire pour arracher la particule magnétique 
suivant la normale; sous Faction de la force T, cette particule peut subir 
un déplacement infiniment petit 5N^ suivant la normale extérieure à Tai- 
mant étudié. On a donc, lorsque ôN^ est positif, 

TÔNe-Ô.f>0. 

Mais, d'après les hypothèses faites, on peut écrire 






On a d'ailleurs 



et, par conséciuent. 



Ô.r2=: ÔNtf cos(N<., ^), 
a/,= oNeCOs(Ne, j), 

8w, :=:oN<.COS(Nc» z) 



2/1 uy^ 



et l'inégalité précédente devient 

2/1 ()ye 

La plus petite force qui puisse produire Tarrachement aurait alors pour 
valeur 

2k oy, 



T:=— A- TT^ ci^^,. 



Elle mesurerait donc non pas (-r^) > comme le pensait Jamin, mais ^^ 
ou, si l'on préfère, 

A. [f^jiA\ f'^^^y^ /^^'^^ 

Ainsi Tune au moins des hypothèses admises par Jamin pour justifier 
remploi de la méthode d'arrachement dans l'étude de la distribution ma- 
gnétique est inacccplable. D'ailleurs, même en admettant cette hypothèse, 
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on voit que la méthode ne peut servir à déterminer la quantité que Jamin 
pensait mesurer. 



§ IV. — Comparaison des corps magnétiques et des corps diamagnétiques. 

7. La forme la plus précise adoptée pour distinguer les corps magné- 
tiques des corps diamagnétiques était fournie par la loi de Faraday : en un 
champ magnétique, un corps magnétique très petit tend à se déplacer dans 
le sens où la valeur absolue de la force croît, et un corps diamagnétique 
dans le sens où cette force décroît. La discussion précédente, en nous for- 
çant de rejeter cette loi, qous oblige à chercher ailleurs un critérium qui 
distingue les corps magnétiques des corps diamagnétiques. 

La question que nous nous proposons de résoudre maintenant peut s'é- 
noncer brièvement ainsi : une masse dénuée de force coercitive est-elle 
attirée ou repoussée par des aimants permanents? 

Commençons par préciser le sens de cette question. 

Supposons une masse magnétique mise en présence d'aimants et soumise 
à Faction d'une pression normale et uniforme, seule force extérieure qui 
agisse sur elle. 

Plaçons-la d'abord à une distance très grande et comme infinie des ai- 
mants permanents. Le potentiel thermodynamique interne du système a 
alors une valeur ^q. 

Supposons ensuite qu'on l'amène à une distance finie des aimants perma- 
nents et que, la maintenant dans cette position, on laisse prendre à l'ai- 
mantation sa distribution d'équilibre. Le potentiel thermodynamique in- 
terne du système aura alors une certaine valeur ^. 

Si Sq— § est positif, le passage de la masse de la position infiniment 
éloignée a la position située à distance finie sera, au point de vue de la 
Thermodynamique, un phénomène possible. Le phénomène inverse sera 
impossible. Nous dirons alors qu'une masse magnétique très éloignée d'ai- 
mants permanents est attirée par ces aimants. 

Si ^0 — ^ est au contraire négatif, nous dirons que la masse très éloignée 
d'aimants permanents est repoussée par ces aimants. C'est dans ce sens 
seulement que, dans ce qui va suivre, doivent être pris les mots attraction et 
répulsion. 

Or le signe de ^ — ^o est facile à trouver. On voit aisément en effet que 
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celte quantité peut s'écrire 



,i - .r.= hj (.^ ^« 4- ^<... ^i 4- s. ^) rfi.. 



Mais on a 



«b,= — /jF(.')n.,) 






en sorte que Ton a 



Mais un calcul analogue à celui que nous avons fait au commencement 
du Chapitre III nous donne 

la seconde intégrale triple s'é tendant à tout l'espace . 
D'autre part, Tégalité 



F(;tc)= 



'îf , . 



(^cf^^m) 



donne 

OU, en désignant par [jl une valeur de OîL comprise entre o et Olta, 






On a donc finalement 



•-•*-=/bV. - piiô] -=*- ^/ [('S-')-- (t)'- (^)'] *• 
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Le second terme est assurément négatif: quant au premier, si la valeur 
absolue du coefficient d'aimantation diminue, demeure constante ou croît 
assez faiblement pour ne jamais varier du simple au double lorsque l'aiman- 
tation croît, il sera certainement de signe contraire à FÇoïL^)'^ P^r consé- 
quent, pour les corps magnétiques ^ — ^o est sûrement négatif; son signe 
est inconnu pour les corps diamagné tiques et ne peut être fixé que si l'on 
possède certains renseignements complémentaires. On peut donc énoncer 
la proposition suivante : 

Toute substance magnétique dénuée de force coercitwe et placée à 
grande distance d^ aimants permanents est attirée par ces aimants; on 
ne peut préi^oir le signe du moui^ement d^une masse diamagné tique. 

8. La proposition que nous venons d'obtenir ne suffit point à dififérencier 
les corps magnétiques d'avec les corps diamagnétiques ; dans les actions 
exercées par les aimants permanents, peut-on marquer une opposition entre 
le rôle joué par ces deux sortes de corps? Cette opposition résultera de 
deux propositions extrêmement simples, que nous allons démontrer. 

L'expérience classique qui sert à distinguer les corps diamagnétiques des 
corps magnétiques consiste dans l'observation de la position d'équilibre 
qu'ils prennent lorsqu'on les suspend par un fil entre les deux pôles d'un 
puissant électro-aimant. En réalité, le poids du corps est, pour tous les corps 
diamagnétiques et pour la plupart des corps magnétiques, si grand par rap- 
port aux actions que le corps subit de la part de l'électro-aimant, que le fil 
n'est pas sensiblement dévié de la verticale, en sorte que l'on peut regarder 
le phénomène comme étant le même que si le corps était assujetti à se mou- 
voir autour d'un axe vertical. 

Considérons donc un corps magnétique ou diamagnétique mobile autour 
d'un axe vertical OZ dans un champ magnétique. Lorsqu'on fait exécuter au 
corps un tour complet autour de l'axe OZ, le potentiel thermodynamique 
interne du système, qui en général a varié pendant le mouvement, reprend 
sa valeur primitive. Il a donc passé par un certain nombre de maxima et 
un certain nombre de minima ; en d'autres termes, le corps a passé par un 
certain nombre de positions d'équilibre alternativement stables et instables. 

Prenons l'une de ces positions d'équilibre. Soient, toujours suivant 
notre notation, t)a la fonction potentielle des aimants permanents en un 
point du corps étudié et \^2 ïa fonction potentielle au même point du ma- 
gnétisme distribué sur ce corps. 

L.i 1 
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En chaque point du corps, on a 

-.u. _ — t ( r'ic , a, ^, . . . ) . ; J 

(I.)) / ni. -:-F(JR, a, ;3, ...) -^ — j-^^ > 



3=.-F(.m.a,?....)'^t— 



On a de plus 






— .1, 



c^o;- 



rinlégration s'étendant au corps considéré. 

Supposons que le corps soit très faiblement magnétique ou très faiblement 
diamaji^nétique; F(on, a, p, . . .) est alors une quantité très petite; d'après 
les égalités (t. 5), -V, ift), C sont en général des quantités très petites du 
même ordre; la quantité ^2j définie par l'égalité 






^" '7- '7- '7 

uju Oy Oz 



dans laquelle l'intégration s'étend à tout le corps magnétique, est encore 
une quantité très petite du même ordre, et il en est de même de ses dérivées 
partielles. On peut donc, en négligeant les quantités très petites du second 
ordre, écrire 

vii,-:_F(;3rc, a, 3, ...) ^S 

Z—— F(orL, 5^, ;5, . . .) -p- » 



ou encore 



-Acsy-m'^m 



dVi 
7 



Oz 

la fonction X étant définie par l'égalité (G) du Chapitre II. 
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Moyennant ces égalités, la condition d'équilibre (iG) devient 



MWH'^hm'] 



W ôx ôx dy dy ôy^ ôz ôz âyj 

ôx âx* dy dy dx ôz dzdx)'^\ 

Celte équation suffit à déterminer les positions d'équilibre du corps. Or 
il est aisé de voir que, si elle est vérifiée pour un corps, correspondant à 
une fonction X que nous désignerons par X,, c'est-à-dire à une certaine 
fonction F(On.) que nous désignerons par F<, elle l'est encore pour un corps 
de même forme et de même position, correspondant à une fonction X iden- 
tique à — X|, c'est-à-dire à une fonction F(orL) identique à — F,, ce qu'on 
peut énoncer de la manière suivante : 

Dans 1rs conditions que nous ai-ons indiquées, deux corps, Vun très peu 
magnétique^ Vautre très peu diamagnétique, ayant même forme et des 
fonctions magnétisantes égales en valeur absolue, ont les mêmes posi- 
tions d^ équilibre. 

Considérons maintenant l'expression de S^^ donnée par l'égalité (7) et 
remplaçons-y .1., iji,, G par leurs valeurs tirées des égalités (17). Nous ver- 
rons aisément que ù^S change de signe en même temps que 



\m-mi<m 



en sorte que le théorème précédent peut être complété de la manière sui- 
vante : 

I^es positions d'équilibre stable de Vun des deux corps sont les posi- 
tions d'équilibre instable de Vautre. 

Si, par exemple, une aiguille allongée d'un corps paramagnétique, sus- 
pendue entre les deux pôles d'un électro-aimant, s'oriente dans la direction 
de ces deux pôles, une aiguille diamagnétique se mettra en croix avec cette 
direction. 

Les théorèmes précédents, que l'on peut démontrer quelles que soient 
les liaisons (|ui assujettissent le corps magnétique, marquent l'opposition 
qui existe entre les corps magnétiques elles corps diamagnétiques. 
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CHAPITRE V. 

MÉTHODES DE DÉTERMINATION DE LA FONCTION MAGNÉTISANTE. 



§ I. — Méthode fondée sur l'emploi des équations de Poisson. 

1. L'intégration des équations différentielles d'un problème quelconque 
d^aimantation par influence implique évidemment la connaissance de la 
valeur de la fonction 

pour toute valeur du paramètre 

c=[(S)V(f)^(ë)-]. 

ou, ce qui revient au môme, de la valeur de la fonction 

F(OrL, a, P, ...). 

Ces deux déterminations sont corrélatives. Nous avons vu, en effet, au 
Chapitre II, comment, de la connaissance de la fonction F, on déduisait la 
fonction X. Si inversement on se donne la fonction X, les équations de l'in- 
duction magnétique permettront d'écrire 

Cotte équation, résolue par rapport à 

donnera 
et l'on aura 

).[^(OrL, a, p, ...), «, P, ...]^-/*F(OIl,a, (3, ...)• 
De la fonction X on aura ainsi déduit la fonction F. 



DE l'aimantation PAR INFLUENCE. L.8j 

2. II existe deux types de méthodes pour déterminer la fonction X: l'un 
et l'autre ont été sommairement indiqués par G. Kirchhoff; le présent 
Chapitre aura donc seulement pour but de développer les vues de l'illustre 
physicien. 

La première méthode consiste à déduire la connaissance de la fonction X 
des expériences faites en supposant, conformément à la théorie de Poisson, 
que X est une constante, en vue de déterminer la valeur de cette constante. 

Dans cette théorie de Poisson, si l'on désigne par [x la constante par la- 
quelle on remplace la fonction X, les équations de l'équilibre magnétique 
deviennent 

(0 ^^^-'^'^^^ 

o — a -7— • 
*^ âz 

La fonction x? est déterminée par les conditions suivantes : 
I® A l'intérieur des aimants permanents, on a la même équation différen- 
tielle que dans la théorie développée dans le présent Mémoire; cette équa- 
tion est l'équation (9 bis) du Chapitre II, 

(2) At?=— 47rp(j:,7, z). 

2® En tout autre point de l'espace, sauf aux surfaces de séparation des 
divers corps, on a, en supposant homogènes les divers corps dénués de 
force coercitive, 

(3) A-ç = o. 

3° A la surface de séparation d'un aimant permanent et d'un milieu non 
magnétique, on a, comme dans la théorie actuelle [Chapitre II, égalité (i i)], 

(4) _^._=_4^,(^,^,,). 

4** A la surface de séparation d'une substance dénuée de force coercitive 
et d'un milieu non magnétique, on a 
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5® A rinfini, on a 

(G) V> — o. 

Ces conciliions déterminent la fonction 'v? lorsqu'on connaît la forme du 
corps soumis à Taimanlation et la valeur du coefficient (jl. Si Ton intègre 
ces équations pour un corps dont la forme et la position sont données, mais 
dont le coefficient a est laissé indéterminé, on trouvera pour %? une expres- 
sion de la forme 

Il suffira alors, lorsqu'on voudra déterminer la valeur du coefficient u 
pour une substance, de former avec cette substance un corps de la forme 
que Ton considère, et de déterminer expérimentalement la valeur en un 
point d'une quantité dont rex[)ression puisse se déduire de celle de S.K 

Si Ton applique cette méthode à une substance pour la(pielle on ne puisse 
pas regarder ut. comme constant, pour laquelle le coefficient (jl doive être 

remplacé par la fonction A (■7~;)-+-(^)"+"(~)t) ' quelle sera la signi- 
fication des nombres, variables avec l'intensité du champ magnétique, que 
Ton obtiendra ainsi, au lieu du nombre constant qui devrait représenter ut. ? 
Si le corps mis en expérience est un ellipsoïde et si le champ magnétique 
constitué par les aimants permanents est un champ uniforme, le corps s'ai- 

mante unilormement, en sorte que la quantité [-y-j +(~t~) "^("ït) ^' 

en tout point de ce corps, la même valeur. G. Kirchhoffa montré qu'alors 
les nombres variables obtenus par la méthode que nous venons d'indiquer 
représentaient précisément la quantité 



1 



'mhm-cm 



et il a fait usage de cette remarque pour déduire d'expériences de Weber 
quelques déterminations de la fonction X propre au fer doux. 

Cette proposition de (j. Kircliholf peut se généraliser de la manière 
suivante : 

TiiKOKÈMi: 1. — Si un corps Itomogcjtr y possédant une fonction mai^né- 
tisantc dctcrminéc, s^aiinante uniformément dans des conditions déter- 
minées, la fonction magnétisante a alors une même valeur M en tous les 
points du corps; un corps de même forme ^ ayant un coefficient d'aiman- 
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talion [X constant et égal à M, prendra la même aimantation uniforme 
que le précédent. 

Il nous suffit pour cela de démontrer que la fonction tp, qui intègre les 
équations différentielles du premier problème, intègre aussi les équations 
différentielles du second; car, cette proposition une fois démontrée, l'aiman- 
tation en un point sera, dans le premier problème, déterminée par les équa- 
tions 



•'•=*[(S)'-(l)'*(S)']£- 



ôz 



et, dans le second problème, par les équations 



cl) r= a , 

l)b = u. — — , 

àf 



qui conduisent aux mêmes valeurs de cX>y id, C, puisque [x et 



mH^)Hm 



ont la même valeur M. 

Or il est aisé de voir que les deux problèmes conduisent à la même 
fonction %>(x,yj z). 

En effet, les équations (2), (4) et (6) sont communes aux deux pro- 
blèmes; dans chacun des deux problèmes, la fonction -ç vérifie l'équation 

en tout point du milieu ncm.magn^^îoue* 

Dans le premiai^ fKSlÉÉM|dM^ i^rps dénué de force coerci- 

tive, la fonction tÉâlÉHHIHI ^9 ter) du Chapitre II, 
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équation qui peut s'écrire, pour un corps homogène, 

'^HW) ^v"^) "^(W) ] ( ^ à_[ ( à^\' { à:î\' { à<:x^ 

^Aïf^y f^y {^y^ 



-h 






Mais, si raimanlalion est uniforme, on a 

f&<i>y /'d-<>y /(K>\' 

en sorte que l'équation précédente devient 

C'est aussi Téquation que, dans le second problème, la fonction t? doit 
vérifier à Tintérieur du corps soumis à l'aimantation. 

Enfin, dans le premier problème, à la surface de séparation du corps 
soumis à Taimantalion et du milieu non magnétique, la fonction -ç vérifie 
l'équation (ii (er) du Chapitre II, 



^^'imH^ïHmm 






(|ui devient ici 






et coïncide avec l'équation (5) du second problème où l'on donne à (x la va- 
leur M. 

Par une voie analogue, on démontre la réciproque suivante : 

Théorème II. — - Considérons un cas part iculiei^ où un corps homogène 
soumis à V aimantation et possédant un coefficient d'aimantation (x in- 
dépendant de la grandeur de l'aimantation s'aimante uniformément 
pour toutes les i^aleurs de ce coefficient; remplaçons ce corps par un 
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corps homogène de même forme correspondant à une certaine fonction 
magnétisante X. Ce corps prendra identiquement la même aimantation 
qu'un corps de la première série pour lequel le coefficient fx aurait une 
valeur M déterminée de la manière suivante : 

En un point intérieur à l'un quelconque des corps de la première 
série, nous ai'ons 

(ôvy (â^>y /dvy ,, . 

(œ) -(s;.) +U) =+'">• 



et M satisfait à l'équation 



iJ-(M) — M=o. 



Co théorème entraîne Texactitutle de la méthode proposée par (j. 
Kirchhoff pour la détermination de la fonction X. Il se peut que le cas de 
IVllipsoïdc placé dans un champ uniforme soit le seul cas où un corps 
de forme donnée, placé dans un champ donné, s'aimante uniformément, 
quelle que soit la valeur de son coefficient d'aimantation. Dans ce cas, le 
théorème précédent se réduirait à celui de G, Kirchhoff. 

§ II. - Méthode du tore. 

;!. Soit C une courbe (^g- j) qui, par sa révolution autour de l'axe ZZ', 

Pis- .. 




engendre un tore T, que nous supposerons formé par une certaine substance 
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Une courbe C, infînimenl voisine de la courbe C, mais extérieure à cette 
courbe C, par sa révolution autour du même axe ZZ', engendre un second 
tore B renfermant le premier dans son intérieur. Sur ce tore sont placés 
n fils conducteurs, fermés sur eux-mêmes, équidistants les uns des autres 
(disposition qui, dans la pratique, sera remplacée par un enroulement con- 
tinu, à tours assez rapprochés). 

Une troisième courbe C", renfermant à son intérieur les courbes C et C, 
et non infiniment voisine de ces dernières, forme, par sa révolution autour 
de Taxe ZZ', un troisième tore B' enfermant les deux premiers à son inté- 
rieur. Sur ce tore B' sont placés n' fils conducteurs, fermés sur eux-mêmes, 
équidistants les uns des autres (disposition remplacée, dans la pratique, par 
un second enroulement continu). 

Dans le tore B' faisons passer un courant d'intensité i; ce courant va 
aimanter le tore T. 11 est facile de préciser les lois de cette aimantation. 

D'après les lois connues de rj^^lectromagiiétisme, lois que nous admettons 
ici sans discussion, l'action de la bobine B' crée dans Tespace un champ 
magnétique dont nous désignons par X) la fonclion potentielle. En un point 
(.r,^^, z) extérieur à la bobine B', on a 

, , C?V) (}t) ôx^ 

^') 57^^' j>-=^' -i)!^^- 

A rintérieur de la bobine B', la fonction potentielle n'est plus constante. 
Prenons pour coordonnées d'un point intérieur à la bobine les coordonnées 
polaires p et de sa projection sur un plan peri)endiculaire à Taxe du tore, 
le pôle étant au point où Taxe du tore rencontre ce plan, et la hauteur z de 
ce point au-dessus de ce plan. Nous aurons alors, en tout point intérieur à 
la bobine, 

, , . . ôx) jv> dx) ., , . 

âp (h dO 

K étant une constante qui dépend du système d'unités choisi. 

Admettons que ce champ aimante le tore magnétique suivant les mêmes 
lois qu'un champ créé par un aimant. 

Les propositions suivantes sont évidentes, grâce à la symétrie de la figure 
autour de l'axe ZZ' : 

L'aimantation est, en chaque point du tore T, dirigée normalement au 
plan passant par ce point et par l'axe ZZ' du tore. 
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couru par un courant d'intensilc égale à Tunitc, a pour valeur 



îa = 47rKCona>, 



w étant un élément de l'aire enveloppée par la courbe C (ou, ce qui revient 
au même, par la courbe C) et Dlb Taimantation du tore en un point de cet 
élément. D'après l'égalité (9), cette dernière égalité devient 



(,o) tt. = 8,tK»n'.-^Xr(ii^y] 



0) 



Sur un des anneaux de la bobine B, parcouru par un courant supposé égal 
à Tunité, la bobine B' admet un potentiel qui a pour valeur 

(II) n = 2K'n'l^-' 

Il en résulte que l'ensemble du tore aimanté et de la bobine B' ont sur la 
bobine B, parcourue par un courant égal à l'unité, un potentiel 

(19.) V = n(<> -+- ta) nii 2K'/m'e^ j i + /«t:}. iï^l^yi j ^. 

Supposons que Ton ouvre la bobine B' de façon à supprimer le courant i. 
Le tore se désaimante; la désaimantation du tore et l'interruption du cou- 
rant / produisent dans la bobine B un courant d'induction. Soit Q la quan- 
tité d'électricité que ce courant met en mouvement, quantité que Ton peut 
mesurer par l'impulsion donnée à une aiguille de galvanomètre; soit R la 
résistance de la bobine B. Les lois de Tinduction montrent que l'on a 



-^4 



ou bien, en vertu de Tégalité (12), 



(.3) Q-:_j^SJj. + 4^,|^__j |j_. 

Désignons par p„ une des valeurs que prend p à l'intérieur du tore. 
Posons 

p = PoH-'- 
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et supposons que /' soit toujours petit. Posons en outre, pour abréger, 



/2Kn'iy 



Q pourra se développer ainsi : 



Pj, P, , . . . , Pm ayant les valeurs suivantes : 

'Po= l[n-4Tr^(Ç)]. 
P» 

P, =- j-L[,4-/;uX(0]-t-327rK««"t-'^ ^^j' 

+ — ^^iTi— [2 -^ + 3 -^^— + . . . + (m + ,) -^^^ J j , 



Si, en particulier, la distance des divers points du tore à Taxe varie assez 
peu pour que les intégrales 



^rw, ^'•'w, •••» ^^"w. 



soient négligeables devant l'intégrale 



a 



=S"' 



ce qui arrive si le tore est un anneau infiniment délié ou un tube cylindrique 
infiniment mince, la formule (i5) devient simplement 

Cette formule, qui serait vraie, quelles que soient la forme et les dimensions 
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du tore dans la théorie de Poisson, où la fonction X est remplacée par une 
constante, permet alors de déterminer expérimentalement la fonction X. 
Cette méthode, nous l'avons dit, a été indiquée par G. KirchhofiF ( * ) ; elle 
a été employée par plusieurs expérimentateurs, notamment par M. Row- 
land. 

Si Ton voulait l'employer avec un tore de dimensions quelconques et en 
tenant compte des variations de X, il faudrait supposer X(î^) développable 
en série uniformément convergente ordonnée suivant les puissances crois- 
santes de Zj 

(»t supposer aussi ses dérivées de tous les ordres développables de la même 
manière. On en déduirait pour Q un développement de la forme suivante 

développement dans lequel on aurait 

la (juanlité Xy elle-même étant une série de la forme 

les quantités jJ,,? ?n Pa? • • • étant des coefficients connus. Il serait impossible 
d'employer un développement aussi compliqué à déterminer les coefficients 
Ao, A|, Aa, . . . dont dépend le développement de la quantité X(s). 

M. Paul Janet (^) a donné récemment une méthode de détermination de 
la fonction magnétisante, qui permet, au contraire, l'emploi d'un dévelop- 
pement de ce genre. 



(ï) G. KiRCHiiOFFf Zur Théorie des in einem Eisenkôrper inducirten Ma^netismus 
(Poggendorff's Annalen, Erganzungsband V, 1870. G. Kirchhoff^s gesammelu Abhand- 
lungeriy p. a'i3). 

(*) Paul Janet, Sur Vapplication du phénomène de l'aimantation transversale à 
r étude du coefficient d'aimantation du fer (Comptes rendus des séances de l'Aca- 
démie des Sciences, t. CM, p. 200; iG janvier 1888). 
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CHAPITRE VI. 

PHÉNOMÈNES THERMIQUES. 



§ I. — Quantité d« chaleur dégagée dans une transformation d'un système 
qui renferme des aimants. 

1. On a souvent étudié, au point de vue expérimental, les phénomènes 
thermiques qui accompagnent l'aimantation ou la désaimantation d'un 
morceau de fer doux placé à l'intérieur d'une spirale parcourue par un 
courant, mais il n'entre pas dans nos intentions d'étudier ici ces phéno- 
mènes, car cette étude rentre dans l'étude plus générale de l'aimantation 
par les courants, que nous ne voulons point faire ici. Nous nous bornerons 
donc aux phénomènes thermiques que peuvent présenter des systèmes ne 
renfermant que des aimants. 

Rappelons, à cet égard, une relation dont nous aurons à faire un usage 
constant au cours de ce Chapitre, 

L'état d'un système est défini par la température T et par un certain 

nombre de paramètres a, p, Ces paramètres sont choisis de telle sorte 

que, si T varie sans qu'aucun d'eux change de valeur, les forces extérieures 
n'effectuent aucun travail; c'est ce qui arrive, par exemple, lorsque l'état 
d'un système soumis à une pression normale et uniforme est dofmi par la 
température cl le volume du système. 

Le système considéré admet un potentiel thermodynamique interne tf, 
une énergie interne Y, une entropie 2; les forces extérieures qui agissent 
sur lui admettent, à température constante, un potentiel W, en sorte que 
le système admet un potentiel thermodynamique total ù. On a, par défini- 
tion, 

( S .^E{r-T2). 

Elevons de dT la température du système, en laissant constants les 
autres paramètres. On a ainsi une modification réversible dans laipielle 
aucun travail extérieur n'est cirectué, modification dvis laqi^elle par con- 
séquent 



(0 
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ce qui donne 






Mais, d'aulre part, les égalités (i) donnent 









La comparaison de ces égalités donne 

(2) < 

|EV=,f-T^. 

De là, se déduit une conséquence simple. Dans une modification isother- 
mique, le corps dégage une quantité de chaleur rfQ, et l'on a 

Ë 

D'après les égalités (2), cette relation peut s'écrire 

Si le système était en équilibre, on aurait 
el, ])ar conséquent, 

A désignant, suivant l'usage, l'inverse de l'équivalent mécanique de la cha- 
leur. 

Ces deux relations (3) et (4) se mettent immédiatement sous forme 
Unie; dans une modification isothermique, qui fait passer le système de 
Télal (a) à Tétat (p), le système dégage une quantité de chaleur Q doimée 
])ar la relation 



(•■>) 



EQ:=J.-f-W,-T^-ip-W^+T^ 
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et, si la modificalion est réversible, par la relation 

(6) EQ = T^(.fp-^a). 

Nous allons appliquer ces relations aux modifications subies par des sys- 
tèmes qui renferment des aimants. 

2. Pour un semblable système, nous avons 

(7) g = E{\]-TS)-^t!f'hf:f(OJl)dv, 

conformément à l'égalité (19) du Chapitre I. 

Parmi les paramètres autres que l'intensité d'aimantation dont dépend 
la fonction .^(OTt), figure la température T, ce que nous mettrons en évidence 
en écrivant non plus ^(OTt), mais j(0n, T). 

L'état du système est défini par la température T et un certain nombre 
d'autres paramètres. Nous supposons ces derniers choisis de telle sorte que, 
lorsque T varie, ces paramètres demeurant constants, chacun des corps du 
système garde sa forme et sa position. Il en résulte que, dans ces condi- 
tions, la variation du seul paramètre T n'entraîne aucun travail des forces 
extérieures, comme le suppose l'établissement des équations précédentes. 
Il en résulte aussi que la variation du seul paramètre T ne fait pas varier 5. 
On a alors 



^'^ . 5T=^À(U-TS)-^/ 



dT 



dv. 



D'après les égalités (7) et (8), l'égalité (5) devient, pour un système 
qui renferme des aimants. 

Posons 

EQ, = E(Ua-TSa)-hW«-E(Up-TSp)-Wp 

-ET^(U«-TS«) + ET^(Up-TSp) 
et 

II. ^ Foc. de T. L.l3 
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L'«*galltc ([)) pourra s'écrire 

Qi nf[)rcscnle la quanlilc de chaleur qui serait déga^çée si Ton faisait subir 
au iîvstènie exactenieut les mêmes cliani^emenls d'élat en le maintenant 
constamment à Télat non magnétique; la quantité ^mesure donc la part 
d'iniluence exercée sur le phénomène thermique par Taimantation du sys- 
lém<* et par ses variations. 

La plu|)art des auteurs (|ui se sont occupés des phénomènes thermiques 
|)roduits au sein de systèmes qui renferment des aimants ont remplace 
l'éj^aiité (lo) [»ar l'égaHté incomplète 

(II) E2 = .'^a--'^? 

ri ont été ainsi conduits à des conclusions erronées, comme nous Talions 
voir dans les paragraphes suivants. 

t^ II. — Influence de raimantation sur la chaleur dégagée 

dans une réaction chimique. 

){. Supposons (prun fragment d'une suhstancc aimantée entre en une 
comhinaison chimi({ue. Quelle relation existera entre la quantité de cha- 
leur Q dégagée i)ar cette réaction et la cpiantité de chaleur Q, dégagée par 
la mém(? réaction préparée au moyen d'une substance non aimantée? 

Ce problème conq)rend deux cas distincts : dans le premier, le corps 
aimanté est un corps doué de force coercitive et le système ne renferme 
|M)int d'autre aimant; dans le second, le corps aimanté est dénué de force 
coercitive» et [v système renferme des aimants permanents qui produisent 
l'aimantation d<.» la substance considérée*. 

Knvisageons tout d'abord le premier cas. Supposons négligeable le ma- 
gnétisme de la cond)inaison formée; dans ces conditions, le système, dans 
l'état final, ne renferme plus aucun aimant, et nous avons 

^p -- o, 



OT 



.'1 
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ce qui donne 

(,2) Q ^ Q, -4- A5,+ \J [-^«(OfL,, T) - T ^'^^-^^'^"^- '^^ j t/r, 

l^'êgalilé (10) du Chapitre III nous donne 

Tinlégration s'étendant au système tout entier. 
D'autre part, nous avons 

/» t) PL/ <^Tr 

L'égalité (12) peut donc s'écrire 

/[ /• ^^i^'a *^Ti f T* /) ïT ^ *^Ti 'r^'l i 

Si le corps entrant en combinaison est magnétique et si son coejficient 
d^ aimantation croit ou demeure constant lorsque la température croit, 
lu chaleur dégagée par la combinaison est plus grande lorsque le corps 
est aimanté que lorsqu'il ne l'est pas. En tout autre cas, le signe de la 
différence entre ces deux quantités de chaleur ne peut être prévu, a 
priori, sans données numériques. 

4. Envisageons maintenant le cas où le corps entrant en combinaison 
est un corps dénué de force coercitive et où la combinaison s'effectue sous 
l'influence d'aimants permanents. Réservons, suivant notre notation habi- 
tuelle, l'indice (i) aux aimants permanents et l'indice (2) à la substance 
dénuée de force coercitive. Soit xjp, la fonction potentielle en un point des 
aimants permanents du magnétisme répandu en ces aimants; soit xR>2 la 
fonction potentielle en un point de la masse magnétique du magnétisme 
répandu sur cette masse; soit enfin X)^ la fonction potentielle en un point 
de la masse magnétique du magnétisme répandu sur les aimants perma- 






I 

'i 



3 



■■ . 



■ V 



I I 



4 
■f 



]^,lfpff P. DCIILM. 

wulr:. Nous aiJFons 

2 J \ aJ^l àYt OZi j 

J O^t àVi Oz^ J 

I);ifiM r«;lal Iriiti;il (t.) du système comme dans Télal final C^^, le premier 
UTiiMr jrarde la même valeur; les deux derniers sont nuls dans Tétat final. 
^ h\ a donc 

2 J \ (^X, ÔYt ÔZ^ ) 

Pour 1rs aimants permanents, .T(JIL, T) et ;pp't(OîL, T) ont la même va- 

\i*\\v dans IViat initial (;t dans l'état final. Pour le corps magnétique, ces 
quantités sont milles dans Tétat final, puisque la combinaison est supposée 
non ina((néti(pie. On a donc 



4-ypp(.m,T)-T^,.fp(01l,T)Je/i' 



î ri réj^alilé (12) dcîvient, dans ce cas, 



y y.H A 



J \ ' (^^-j " dj't "^ dz^ ) 






</T *'''• 



Par iiii ciilrul analogue à celui ([110 nous avons clTeclué au Chapitre IV, 
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§ III, n*^ 5, le coefficient de A peut s'écrire 

M étant compris entre o et Oît, et la dernière intégrale s'é tendant à tout 
l'espace. 

On voit alors aisément que ce coefficient est négatif pour tous les corps 
magnétiques connus, et de signe inconnu pour les corps diamagnétiques. 

Quant au dernier terme du second membre de l'égalité précédente, il 
peut s'écrire 






Pour toute substance magnétique ou diamagnétique, il est positif si le coef- 
ficient d'aimantation croît avec la température, négatif s'il décroît lorsque 
la température croit. Par conséquent, on peut énoncer la proposition sui- 
vante : 

Lorsqu!unc substance magnétique entre en réaction pour fournir une 
combinaison chimique dont le magnétisme soit négligeable^ elle dégage 
une moindre quantité de chaleur lorsque la combinaison s'effectue dans 
un champ magnétique que lorsque la combinaison s'effectue en dehors 
du champ, pourvu que le coefficient d'aimantation diminue ou demeure 
constant lorsque la température croît; si ce coefficient augmente avec la 
température, on ne peut plus rien prévoir en dehors des données numé- 
riques. Il en est de même pour tous les corps diamagnétiques. 

La proposition que nous venons d'énoncer montre combien il importait 
de distinguer l'un de l'autre les deux cas que nous avons examinés. Si les 
variations du coefficient d'aimantation avec la température sont négligea- 
bles et si le corps est magnétique, on est assuré que l'aimantation exerce, 
dans les deux cas, des effets inverses sur la chaleur de combinaison (*). 

L'analogie du calcul effectué au présent paragraphe avec celui que nous 
avons effectué au Chapitre IV, § III, n** 5, ne doit pas surprendre. On au- 
rait, en effet, pu obtenir le résultat précédent en supposant que l'on éloigne 
à l'infini la masse dénuée de force coercitive, que l'on effectue la réaction 
chimique à l'infini et que l'on ramène ensuite de l'infini la combinaison non 
magnétique formée. 

(*) Voir la Noie à la fin du Mémoire. 
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!^ III. - - Influence de l'aimantation sur la possibilité d'une réaction 
chimique. Théorie des phénomènes observés par M. Remsen. 

5. (^csl dans le second des deux cas que nous venons d'examiner que 
sY'sl |)lacé M. P. Janel (|ni, le premier, à notre connaissance, a si{jnalé Tin- 
fliKMice dit raimanlalion sur la chaleur de combinaison. Rappelons dans 
([uelles circonstances. 

I)(î[)uis fort lonfjtcîmps, les physiciens ont cherché à mettre en évidence 
rinfluenc<; du maj^nétisme sur les réactions chimiques. Après bien des ten- 
tatives infructueuses ou incertaines (*), M. Ira Remsen ('), plus heureux 
(ju(; ses prédécesseurs, parvint aux résulUils suivants : 

Dans une nacelle de Uir mince, on place une solution de sulfate de cuivre. 
Dans les conditions ordinaires, le cuivre se dépose sur cette nacelle d'une 
façon uniforme; mais, si l'on place cette nacelle sur les pôles d'un puissant 
éI(»clro-aimant, Tépaisseur du dépôt devient très irréguliére. Nulle aux 
points (în contact avec les pôles de l'électro-aimant, elle croit au fur et à 
mesure (|ue l'on s'éloigne de ces points, et les lignes d'égale épaisseur, qui 
sont le lieu d<;s points où la réaction chimicjue s'est produite avec une égale 
vitesse», dessinent des formes analogues à celles des lignes équipotentielles. 
S(4on M. II. -V. Jueptner, résumant les vues de M. Ira Remsen, « le phé- 
nomène est facile à explicjuer. L'attraction que l'aimant exerce sur le fer 
(hi récipient met obstacle à la dissolution de ce même fer et par suite à la 
séparation du cuivre; il en résulte (jue la quantité de cuivre séparée est 
inversement proportioniHîUe à l'attraction magnéti([ue. Ainsi il est évident 
(jue, dans l'expérie'nce précédente, l'attraction magnéticiue au pôle même 
est su[)érieure à l'action des forces chimiciues : le fer ne pouvant se dis- 
soudre*, il est impossible (pie le cuivre se sépare. A mesure qu'on s'éloigne 
du pôle, l'action magnéticpie dimiime; la (juantité de fer dissous augmente 
avec la quantité de cuivre déposé », 

M. 1\ Janet ('), partant de la relation incomplète (i i), a énoncé cette 



(* (Ws tentatives sont résumées dans G. Wikdkxann, Die Lehre von (1er Elektricitdt, 
t. 111, |). 9O7. 

(*) Voir Action chimique dans un champ ma^^mUique (La Lumière électrique, t. IV, 
I». 1'à(\\ 1H81) v\ H.-V. JiiKPTNKU, L*injlucnce du magnétisme sur les métaux au point de 
vue élt'ctndytique (La Lumit)re électrique, t. \, p. \Cn)\ i883). 

(M 1*. Jankt, I>e r influence du magnétisme sur les f)hénomènêi ehimiQU êÊLL/o urnal 
de Physique^ u" série, l. VI, p. JiSG; 1887). 
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proposition qui, nous l'avons vu, est soumise à certaines restrictions : La 
chaleur de combinaison du fer est plus grande hors du champ magné- 
tique que dans ce champ. Si alors, conformément aux principes de la 
Thermochimie, on prend pour mesure de la facilite avec laquelle une réac- 
tion s'effectue la quantité de chaleur qu'elle dégage, on arrive à une expli- 
cation des phénomènes observés par M. Remsen. 

Au dernier Congrès de l'Association Britannique, tenu en 1887 à Man- 
chester (*), M. Rowland « a décrit quelques expériences remarquables, soit 
personnelles, soit dues à d'autres physiciens, sur l'action chimique dans un 
champ magnétique. Ces expériences ont montré qu'un morceau de fer 
soumis à une aimantation intense étant dissous, dans l'acide nitrique par 
exemple, les parties les plus fortement aimantées sont à demi protégées et 
sont moins rapidement attaquées que les autres. Par exemple, les angles et 
les arêtes se trouvent dans ces conditions protectrices , tandis que les parties 
concaves et les parties planes sont dissoutes les premières ». 

L'explication adoptée est identique à celle qu'a adoptée M. P. Janet. 
« ... II est évident que la dissolution du fer, qui se détache au voisinage 
d'un pôle aimanté, produit moins de travail que si ce fer n'était point 
aimanté; par conséquent, la tendance protectrice de l'aimantation était à 
prévoir » 

Nous nous sommes proposé de donner des phénomènes précédents une 
théorie qui ne reposât point sur l'égalité incomplète (1 1) et qui, surtout, ne 
fit point usage des principes erronés de la Thermochimic; on sait aujour- 
d'hui que la possibilité d'une réaction ne dépend point dti signe de la quan- 
tité de chaleur qu'elle met en jeu, mais du signe du travail non compensé 
qu'elle engendre; qu'il ne faut point par conséquent prendre pour mesure 
de la facilité avec laquelle une réaction se produit la grandeur du dégage- 
ment calorifique qui l'accompagne, mais plutôt la grandeur de la diminution 
qu'elle fait subir au potentiel thermodynamique. Dans cet ordre d'idées, on 
peut obtenir quelques résultats qui sont les suivants. 

6. Comme dans l'étude qui a fait Tobjet du paragraphe précédent, il 
importe de distinguer deux cas : celui où le système ne renferme qu'une 



( *) Oliver J. LoDGE, Sketch of the principal electrical Papers read before Section A 
during the laie Meeting of the Dritish Association at Manchester 1887 {Electrical 
RevieWy 23 septembre 1887). 
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masse inagiiéiiquo douce de force coercitivc et soumise k une action chi- 
mique, et celui où la masse soumise à l'action chimique est une masse 
dénuée de force coercilive et soumise à Faction d\iimants permanents. 

Commençons par donner une relation générale qui s'applique également 
à ces deux cas. 

Supposons qu'une particule superficielle de la masse magnétique ayant 
pour volume dxdydz, dont Taimantalion Dïl a pour composantes -.v., ni», a, 
se dissolve de manière à donner un licjuide non magnétique et soit rem- 
placée par une particule non magnétique. Si V désigne la fonction poten- 
tielle magnétique en un point (^*5>', ^) de la particule dxdydz, il est aisé 
de voir que le potentiel thermodynamique du système subira la variation 
suivante : 

Si le système n'était pas aimanté, la même réaction lui ferait subir la 
variation 

On a donc 
( iS ) r/£2 — ci^i> = -\ h f.X. ^ -h \ii> T^ -+- ^ ^^) -+- ^H^^^^ )] dx dy dz. 



hans le cas où le corps dissous est un corps doué de force coercitive, il 
est impossible de préciser le signe du second membre. Mais, si le corps est 
formé avec Tune quelconque des substances magnétiques ou diamagné- 
liques dénuées de force coercilive, on peut démontrer, comme nous Talions 
voir, que le second membre est positif pour les substances magnétiques et 
négatif j)Our les substances diamagnéliques, ce qui permet d'énoncer la 
f^; |»roposition suivante : 



La dissolution dans un réactif d'une masse magnétique dénuée de 
force coercitii^e et placée dans un champ magnétique entraine une 
moindre diminution de potentiel thermodynamique que si cette mousse 
n'était pas aimantée. U inverse a lieu pour une masse diamagnétique. 

Démontrons la proposition pour mie masse magnétique; la démonstra- 
tion est analogue pour une masse diamagnétique. 
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Les é(|iiatIons de rinduction magnétique 

ci,zz:-//F(;)rt)^^:'^-, 

a Y 

peimellcnt de donner à l'égalité (i3) la forme suivante : 
(■4) dÇi- d,ïl^\^^^^- i{mC)^dx dy dz. 

L altération que V aimantation de la particule dissoute fait subir à la 
variation éproui-^ée par le potentiel thermodynamique du système dépend 
uniquement de l'intensité d'aimantation de cette particule. 



L'égalité 



F(OIL)^^^ 






nous permet d'écrire, en observant que OlL et F(on.) ont des signes con- 
stants, 

2F(fX) 

u. étant compris entre o <;t OIL. On a alors, au lieu de l'égalité (i4)) 



(•5) 



rfa-rf..Q=orc.[^^-^^]rfx<,^^=. 



On voit alors directement que (rfû — rf , Û) sera certainement positif, si, 
pour toute valeur de [jl comprise entre o et on, on a 

2F(|A)>F(01l), 

ce qui aura lieu pour toutes les substances magnétiques connues, puisque, 
pour toutes ces substances, lorsque Taimantation croit, le coefficient 
d'aimantation croît faiblement, décroît ou demeure constîint. La même 

quantité sera négative si l'on a 

2F(fx)<F(;)rL), 

II. — Fac. de T. L. \[\ 
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ce qui a lieu pour toutes les substances dianiagnétiques pour lesquelles la 
fonction niagnélisante est indépendante de Tainiantation ou décroît en va- 
leur absolue lorsque Taiinantation croît; ou bien encore pour celles pour 
lesqu(»lles elle croîtrait (mi valeur ai)solue avec Taiinantation, mais pas assez 
ra|)idenienl poui' ])asser du sinq)le au double. 

La proposition cpu» nous avons énoncée tout à Tlieure est donc démon- 
trée. 

On voit de plus que, si Ton né^liji^e rinllu(»nce de Taimantation sur le 
coefficient d'aimantation, on aura sensiblemtMit 






La diminulion quesnbil le poleuiiel thermodynciDkiquv par la dissolution 
(h* la parlirulr aimanlre est d'autant moindre que. V aimantation de la 
particule est plus êner*^ique; la quantité dont cette aimantation varie 
est sensiblement proportionnelle au carré de r intensité d\iimantation 
de la particule, 

Ces diverses propositions donnent la théorie des [)liénomènes observés 
par M. R(»msen et par M. Rovvland. 

Supposons que d^ Q soit néj»;atif, c'est-à-dire (pu* la substance considérée 
puisse se dissoudre dans le licpiich* considéré, lorsque c(*tt(» substance n'est 
pas aimantée. 

Aimantons maintenant la substance. Si Taimantation est assez énergique, 
dQ. pouira, aux points où Tintensité d'aimantation est assez grande, de- 
venir positif; en ces points, la dissolution de la substance* magnétique sera 
impossible; dans rexpérience de M. Uemsen, b» cuivre n(î se déposera pas 
(Ml ces points; c'est ce cpii arrive au voisinage des [)ol(\s d'un électro-aimant 
énergique. Si l'électro-aimant est plus faible, dH demeurera négatif en tout 
point, et, comme l'a constaté M. Kemseu, le cuivre pourra partout se dé- 
poser. 

S'il existe des régions où rfû est positif, c'est-à-dire» où le cuivre ne peut 
se déposer, elles seront séparées des régions où r/û est négatif et où l'on 
peut observer un dépôt de cuivre, par une ligne le long de laquelle on 

aura 

dil =- o, 



DE l'aIM.V.NTATÏON PAK INFLl'ENCE. L.I()7 

c'osl-à-dire, d'après régtililé ( i/j), 

;)rL r=i consl. 

La ligne do sêparalion entre les régions où le cuivre ne se dépose pas 
et les régions où il se dépose sera, non pas une ligne équipotentielle, 
mais une ligne d'égale intensité magnétique. 

Admettons r|ue la vitesse de réaction, niesurée dans l'expérience de 
M. llcnisen j)ar Tépaissenr du dépôt de cuivre, dépen(ie seulement de la 
diminution de potentiel thermodynamicjue et croisse avec la j^^randeur de 
cette diminution. Les lignes d'égale épaisseur seront données par Téqualion 

^i^ = consl., 

ou bien, d'après Téquation (i j ), par l'équation 

;)rc m consl. 

Les lignes le long desquelles le dépôt a une épaisseur constante sont 
des lignes d'égale intensité magnétique. 

Pour une substance magnétique, dont le coefficient d'aimantation 
varie peu a^ec V intensité d'aimantation, l'épaisseur du dépôt en un 
point est d'autant plus grande que l'aimantation est moindre en ce 
point. 

On obtient ainsi une tliéorie qui rend compte, d'une façon précise, des 
principaux phénomènes observés par M. Ira Kemsen et M. Rowland. 

§ IV. — Chaleur dégagée durant le déplacement d'une masse magnétique. 

7. Abordons maintenant Tétude de la (juanlité de chaleur mise enjeu 
lorsqu'on déplace dans im champ magnétique une masse magnétique dé- 
nuée ou non de force coercitive. Supposons que celte masse magnéticjue, 
placée d'abord à distance finie des autres aimants que renferme le système, 
s'en éloigne ensuite infiniment, et faisons usage de l'égalité (f)). 

Réservons l'indice (i) aux aimants qui demeurent immobiles et riii- 
dice (2) à la masse déplacée. 

Soient 

^\ la fonction potentielle en un point des aimants (1) du magnétisme dis- 
tribué sur ces aimants; 



^ ^ la fonction potenlidlo en un point de la masse ( 2) du magnétisme dis- 
tribué sur ci'tte niass**: 

i>^ la fonction potentielle en un point de la masse ("2 ) du magnétisme dis- 
tribué sur les aimants (1 ). 

Nous aurons 

xj ^ (Ui fhi OZi I 

J \ 0.t\ ()y^ ôz^ ) 

Su|)[)osons que la masse déplacée soit un aimant permanent. Le premier 
fl h* troisième terme ne subiront dans le déplacement aucune variation. La 
val<»iir finalr du second teiiiie sera o. Le terme 

E, V) - TS . - ik*' - I J( .>rc ) ri^' - JT -**^jl - • ih' 

ne subif aucune variation. L'éj^alilé ( c) ) d(»vient ab)rs 

J Oi. fht OZi 

La ffiKuitilr de rhaleiir tlrga^rr rsf sii/tpl<*ntrnl r(fui\(th'ii(r, dans rr 
rasy au IraK'aU cjjrclur par \rs furrrs iiilrrit'urr.s, 

(le résultat pouvait se prévoir d'après les principes posés au J^ I du (]|ia- 
pitn* 1, |)uisqu"il s ajcit ici d'un déplacement sans changement d'étal. 

Considérons niainlenant le cas où la niasse déplacée est dénuée de force 
cocrcitivr. Dans ce cas, la val<Mn* finale de 

sr réduit, puis(p](^ la masse, éloignée à l'infini, n'est plus aimantée, à 
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On a donc, en vertu de Tégalité (9), 

J \ àx^ ÔYt àZi I 



^^1 - .— -4- i»i>î -T—^ H- 3j --r — 1 ûfr, 
t'-^'ï <^fi Oz^ 






àT 



Nous avons déjà discuté, au § III, le signe du second membre de cette 
égalité. Il nous suffit donc de reprendre ici le résultat de cette discussion 
pour pouvoir énoncer la proposition suivante : 

Lorsqu'une substance magnétique (mais non diamagnétique) se trompe 
soumise à l'action d*aimants et lorsqu'on l'éloigné ensuite à Vin/îni, 
elle absorbe de la chaleur si son coefficient d'aimantation diminue ou 
demeure constant lorsque la température croit. En dehors des condi- 
tions que nous venons d'énoncer, le seFis du phénomène thermique pro- 
duit dans ces circonstances ne peut être prévu sans données numériques. 

Sir W. Thomson (*) a énoncé la proposition suivante : Une masse ma- 
gnétique que l'on éloigne d'aimants permanents s'échauffe si son coef- 
ficient d'aimantation croit aiec la température et se refroidit si son 
coefficient d'aimantation diminue lorsque la température croit, L'in- 
Kerse aura lieu pour une masse diamagnétique . 

Cette proposition est d'accord avec la précédente pour le cas d'une masse 
magnétique dont le coefficient d'aimantation diminue lorsque la tempéra- 
ture croit; mais l'accord s'arrête là. Lorsqu'on éloigne d'aimants perma- 
nents une masse magnétique dont le coefficient d'aimantation est indépen- 
dant de la température, la quantité de chaleur dégagée est nulle d'après 
Sir W. Thomson, tandis qu'elle est négative d'après la proposition précé- 
dente. 

Nous bornerons à ces remarques nos recherches sur les phénomènes 
thermiques produits au sein de systèmes qui renferment des aimants. 



(ï) w. Thomson, cité par Mascart et Joubert, Traité d^ Électricité et de Magnétisme^ 
t. I, |). 712. 
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M. Slefaii ( ' ) el M. Waszinulli ( - ) ont examiné, au point de vue de la 
Tliennodynanii([U(% rinfluence ([u'everce l'aimantation sur la chaleur spé- 
cifique et sur la chaleur de compression d'un corps; mais, pour les suivre 
dans c(»t ordre de rcK^herches, il nous faudrait étudier les déformations des 
eoi'[)s aimantés; nous réservons pour un autre Mémoire re.vanien des pro- 
hlémes où figurent ccîs déformations, nous limitant dans celui-ci aux ([ues- 
tions où les cor[)s aimantés peuvent éln» rejj^ardés comme riji^ides. 



( ') Stkfan, Sitzunî^sherichte dcr Wiener Akademie, t. lAIV, II" I*arlif, p. '219: 1871. 

(') WiszMiTii , Sitzun^sherirhte fier Wiener AendemiCy l. LWW, p. V97 (i88ji); 
l. LWXVI. |). Viy (1882); l. lAWVII. p. 82(1885). - Voir aiisM G. Wiedemwn, Die 
Lehre der Elektrieitat, 1. III. p. 782. 
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CHAPITRE VII. 



PHÉNOMKNKS KLFXTHIQUliS AU SEIN D'LN SYSTÈME QUI RENFERME 

DES AIMANTS. 



i^ I. — Potentiel thermodynamique d'un système. qui renferme des corps 

électrisés et des aimants. 

1. ,Iiis(ju'ici, nous avons suj)[)Osé que les aimants étudiés par nous ne 
portaient aucune charge électrique; nous allons nous départir maintenant 
de cett(î restriction, de manière à pouvoir étudier quelques questions inté- 
ressantes qui se rattachent aux lois de la distribution électri(|ue sur les 
corps aimantés. En même temps, nous préparerons ainsi la voie à Tétude 
de rElectromagnétisme, qui fera Tohjet d'un autre Mémoire. 

Le premier problème que nous avons à résoudre est celui-ci : former 
revpression du potentiel thermodynamique interne d'un système ([ui ren- 
ferme des aimants et des corps électrisés sur lescjuels les charges électri(jues 
sont immobiles. 

La forme du potentiel thermodynamique interne d'un système à l'état 
neutre nous étant connue par le (Chapitre 1, nous pouvons écrire, en con- 
servant les notations employées dans les Chapitres précédents, que Ton a 
en général, pour un système électrisé, 



(0 



,f = E(t) - TS) -h 7 -f- Af (.m •) cW -4- J', 



fi' étant une quantité qui devient égale à o si toutes les charges électi'i(jues 
du système deviennent égales à o, et toutes les autres quantités ayant la 
valeur qu'elles doivent avoir dans un système obtenu en amenant à l'état 
neutre le système donné, sans changer la forme, le volume, la posilion, 
raimantation, Tétat physicpie ou chimi([ue d'aucun des éléments du système 
donné. 

Pour déterujiner J', suivons la voie que nous avons suivie ailleurs (') pour 
parvenir à Texpression du potentiel thermodynamique d'un système élec- 
trisé, mais non aimanté. 



(^) Le potentiel thermodynamique et ses applications^ III* Parlie. 
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Commençons par supposer que Ton déplace les uns par rapport aux 
autres les divers corps qui constituent le système, en laissant invariables 
leur volume, leur forme, leur état d'aimantation ou d'électrisalion, leur 
état physique et chimique. Dans ces conditions, les actions mécaniques 
intérieures au système eirectuent un certain travail rfç: ; et, comme la modi- 
fication considérée constitue ce que nous avons appelé au § 1 du Chapitre I 
un déplacenirnt sans changement d\Hat^ on a, d'après le principe énoncé 
au môme endroit, 

d^ = — d(r. 

Or le travail rfè se compose : i*^ du travail des actions mécaniques qui 
s'exercent, en vertu des lois de Coulomb, entre les divers éléments élec- 
Irisés du système; 2** du travail des actions mécani(|ues qui s'exercent, en 
vertu des lois de Coulomb et de Gauss, entre les divers éléments magné- 
tiques du système. 

Si Ton désigne par Y le potentiel électrostatique, le premier travail a 
pour valeur — ^/Y, le second a pour valeur — ^5; on a donc 

r/J=:^/(.T -h Y). 

D'autre part, Tégalité (1) donne 

dri—dS-hdr, 

Par conséquent, dans tout déplacement sans changement d'état, on a 

drf' = d\\ 
et Ton peut écrire 

.i" demeurant invariable lorsque les diverses parties du système se déplacent 
les unes par rapport aux autres, en gardant leur volume, leur forme, leur 
aimantation et leur électrisation, leur état physique ou chimique; de plus, 
ri" est égal à o lorsque le système est à l'état neutre. 

Supposons qu'une charge électricpie dq passe dans le système d'un 
point M à un autre point M', le conducteur étant isotrope en M et en M', la 
nature de ce conducteur étant la même en chacun des deux points, et Tai- 
mantation ayant la même intensité D\l en chacun de ces deux points. 

A cette transformation, nous pouvons substituer la suivante, qui conduit 
le système du même état initial au même étal final et qui, par conséquent, 
fait sul)ir à J" la même variation : 
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Autour du point M, nous découpons une petite sphère portant la 
charge dq\ autour du point M', nous découpons une petite sphère iden- 
tique, mais il Tétat neutre; puis nous déplaçons les diverses parties du sys- 
tème les unes par rapport aux autres sans rien changer à leur état, à leur 
électrisation, à leur aimantation, de telle sorte qu'à la fin de ce déplacement 
les deux petites sphères se soient substituées l'une à l'autre après avoir été 
tellement orientées que l'aimantation au point M et au point M' ait gardé la 
même direction qu'auparavant, et que toutes les autres parties du système 
aient repris leur position primitive. 

D'après ce que nous avons vu il y a un instant, J" ne varie pas dans cette 
nouvelle modification; il ne varie donc pas non plus dans la première. 
Ainsi f' ne varie pas par le passage d'une charge électrique d'un point à un 
autre, si le conducteur en ces deux points est isotrope, a la même nature 
et est aimanté avec la même intensité. 

Supposons maintenant qu'une charge électrique dq passe d'un point M 
en un autre point M'. Le conducteur étant isotrope en ces deux points, 
mais ayant en ces deux points une nature différente et une intensité d'ai- 
mantation différente, J" éprouve une variation Wdq. Quelles sont les pro- 
priétés de la fonction ^? 

Du point M, faisons partir un long fil MN ayant partout la même nature 
et la même intensité d'aimantation qu'au point M; de même, du point M', 
faisons partir un long fil M'N' ayant partout la même nature et la même 
intensité d'aimantation qu'au point N'. Réunissons les extrémités N et N', 
qui sont à très grande distance du système. Pour faire passer la charge dq 
du point M au point M', nous pouvons lui faire suivre le trajet MNN'M'; 
f' subira toujours la même variation W dq. Or, comme J" ne varie ni durant 
le trajet MN, ni durant le trajet N'M', Wdq est la variation que subit J" 
lorsque la charge dq passe du point M au point M'. 

Dès lors, il est facile de voir que W dépend uniquement des intensités 
d'aimantation en M et M' et de la nature des conducteurs en ces deux 
points, mais nullement des circonstances présentées par les conducteurs 
interposés. Il est facile de voir en outre que, si l'on a trois points M, M', 
M" en lesquels l'aimantation a des valeurs différentes et les corps électrisés 
des constitutions différentes, on aura 

Wl' dq = ^l dq -h Wl. dq, 
II. — Fac, de T, L. l5 
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Wlclq désignant, d'une manière générale, la variation que subit ^" lorsque 
la charge dq passe du point A au point B. 

De tout cela il résulte qu'il existe une fonction /(OTt, a, p, . . .) de l'inten- 
sité d'aimantation D\L en un point et des coefficients a, p, . . . qui définissent 
la nature du corps en ce point, telle que l'on ait 

^I'«'=/(01V', «',13', ...)-/(^n., a,p, ...), 
et, par conséquent, en désignant par p la densité électrique en un point, 

(3) r=Jp/(OïL, a, p, . . .) rfr -h t\ 

la fonction f demeurant invariable lorsque les charges du système et les 
corps qui le composent se déplacent sans changement d'état physique ou 
chimique de ses diverses parties, ni d'aimantation de ses diverses substances 
magnétiques. 

Pour déterminer J", nous envisagerons une modification du système 
dans laquelle certaines de ses parties subissent des changements d'état phy- 
sique ou cliimique ou d'aimantation, et nous chercherons la variation que rf" 
subit dans une telle modification. Dans cette modification, -1'" subit la même 
variation que dans une autre modification isolhermique conduisant le sys- 
tème du même état initial au môme état final. 

Voici la modification que nous adopterons : 

1*^ Nous commencerons par faire passer toutes les charges électriques 
sur l'un des corps qui n'éprouvent aucune modification dans cette première 
transformation; J** ne variera pas. 

2*^ Nous éloignerons le corps ainsi électrisé à une distance infinie du reste 
du système ramené à l'état neutre; dans cette deuxième transformation, t" 
ne variera pas. 

3^ Nous supposerons que le système subisse alors le changement d'état 
physique et chimique et d'aimantation que nous avons en vue ; dans cette 
modification, la variation subie par /" sera évidemment la somme des va- 
riations subies, durant la même modification, par les fonctions ^'^ de deux 
systèmes partiels, l'un formé par la partie du système total que l'on a em- 
menée à l'infini, l'autre formé par la partie du système total qui est demeu- 
rée à distance finie. Or le premier système partiel ne subissant aucune 
variation, sa fonction j" demeure constante; quant au second système par- 
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tiel, il est à l'état neutre; sa fonction T est donc et demeure égale à o. 
Ainsi, dans la troisième phase de notre modification, la fonction ff" relative 
au système total ne subit aucune variation. 

4** Nous ramenons de Tinfini le corps qui y avait été emmené, nous res- 
tituons à chacun des conducteurs les charges électriques qu'il doit porter à 
la fin de la modification; P ne subit encore aucune variation. 

De tout cela, nous devons conclure que i'" ne varie dans aucune modifi- 
cation, ce qu'exprime l'égalité 

(4) J'^^const. 

Les égalités (i), (2), (3), (4) déterminent i. Si nous posons 

/(o, a, (3, ...)=ze(a, p, ...) 
ot 

/(OR, a, (3, ...) = e(a, p, ...)-+- ff( Oit, a, p, ...), 

nous aurons 

(5) cT = E(U-TS)-+-.T-4-Y 

4- { [:f(Oll, a, p, ...)4-p(,»(,m, a, p, ...) -^^^{^ay p, . . .)] ^*' -+-const. 

Telle est l'expression du potentiel thermodynamique interne d'un système 
électrisé et aimanté. 

Il faut bien remarquer que le raisonnement qui nous a conduit à ce résul- 
tat suppose que les actions internes d'un système électrisé et aimanté se ré- 
duisent aux actions mutuelles des particules magnétiques et aux actions 
mutuelles des particules électrisées données par la loi de Coulomb. S'il 
existait une action mutuelle des particules aimantées et des particules élec- 
trisées, le potentiel thermodynamique contiendrait un nouveau terme qui 
serait le potentiel de ces actions. 

vj II. — Équations de l'équilibre électrique et de l'équilibre magnétique. 

2. Cette formule étant obtenue, proposons-nous de déterminer les lois 
de l'équilibre électrique et de l'équilibre magnétique sur un des corps du 
système supposé conducteur et dénué de force coercitive. 

Pour déterminer les conditions de l'équilibre électrique, nous allons sup- 
poser qu'une charge dq passe d'un point M du système en un autre point M', 
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et nous égalerons à o la variation subie par le potentiel thermodynamique 
interne du système. Soient 

V la fonction potentielle électrique au point M; 

V' la fonction potentielle électrique au point M'; 

£ le coefficient positif et constant qui figure dans la formule 

par laquelle on exprime l'action mutuelle de deux cliarges électriques 

à la distance r; 
OU; l'intensité d'aimantation au point M ; 
OFl' l'intensité d'aimantation au point M'. 

La condition dont il s'agit sera la suivante : 

(6) 6V-+-e(a, (3, ...)4-ff(0n., a, (3, ...) =eV'H-e(aM3', ...)-i- ffpn.', «',(3', .. .)• 
Si l'aimantation était nulle en ces deux points, on aurait 

eV4-e(a, p, ...)=£V'-+-e(a', P', ...)• 

La di/férence de niveau potentiel entre deux points d^un conducteur 
électrisé et aimanté 7)arie ai^^ec l'intensité de raimantation en ces deux 
points. 

Ce théorème n'a rien qui nous doive surprendre. L'intensité d'aimanta- 
tion en chaque point étant un des paramètres qui définissent l'état du sys- 
tème, il est simplement un cas particulier de celui-ci : la différence du ni- 
veau potentiel entre deux corps dépend de Tétat de ces deux corps. 

Remarquons que la variation dont il s'agit ici suppose qu'en faisant varier 
l'aimantation, on maintienne invariables la densité, Tétat physique et chi- 
mique du conducteur. Si l'on fait varier Tétat d'aimantation d'un conduc- 
teur en maintenant constante la pression qu'il supporte, ses dimensions 
varient, ainsi que l'a montré ^L Joule. Il en résulte en ses divers points des 
changements de densité et, partant, entre ces divers points, des change- 
ments de différence de niveau potentiel qui ne sont dues qu'indirectement 
au changement d'aimantation et qui ne sont point considérés ici. 

Supposons que le conducteur au point M' soit formé par une substance 
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non magnétique. On a alors 

g(01L', «', (3', ...) = o. 

Soit D la différence de niveau potentiel entre le point M et la substance 
non magnétique qui se trouve en M'. L'égalité (6) peut encore s'écrire 

(7) 6D = e'(«', (3', ...)-e(a,(3, ...)-g(01^,a, (3, ...). 

Pour déterminer les conditions de l'équilibre magnétique, faisons varier 
de Sal,, Sift>, §3 les composantes de l'aimantation à l'intérieur d'un élément 
de volume du système; soient t? la fonction potentielle magnétique et p la 
densité électrique en ce point. Le potentiel thermodynamique interne su- 
bira alors la variation suivante 

(8) ài = h{p^dX-^ Ç- dM\> -^ ^ ^^\ dx d;fr dz 

-^5n:[ doi — -^P dsi ' \{^^^^^^y^^oà^^^-^e$e)dardyd., 

En égalant à o cette variation, on obtiendra les conditions cherchées. 
Si Ton pose 



(8) F(OIl, p, a, |3, ...) 



def(0Tl,a,(3,...) dÇjDK;, «, (3, ...) 

doxu "*" P don 



ces conditions seront 



e,l>=— h¥{Dn, p, a, (3, . . ')-^> 



(9) { DÎ>=~AF(01i, p, a, (3, ••O^r;^ 

^=-AF(OTl., p, a, p, ...)^- 

Ces égalités montrent que la fonction magnétisante en un point d'une 
substance dénuée de force coercitive dépend de la densité électrique en 
ce point, théorème que nous pouvions, comme le précédent, prévoir 
a priori. 

La comparaison des égalités (7) et (8) donne 



^^^ ' don -'^^^^d'plYi.on, p, a, (3, . . .) J 
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relation remarquable entre la variation de différence de niveau potentiel 
électrique par Taimantation et la variation de la force magnétisante par 
Télectrisation. 

(^ette relation peut s'énoncer ainsi : 

Lorsque la densité électrique varie en un point d^un corps aimanté , la 
fonction magnétisante subit des variations; ces variations sont de 
même signe que celles que subity par Vejfet d^un accix^issement de V in- 
tensité d^ aimantation y la différence de niveau potentiel entre ce corps 
aimanté et un corps non aimanté quelconque. 

Le quotient de cette dernière t^ariation par Vintensité d^aimantation 
est pj^oportionnel à la variation subie par V inverse de la fonction ma- 
gnétisante. 

Les considérations précédentes pourraient servir de base à une étude ma- 
thématicpie complète de l'équilibre simultané de Télectricité et du magné- 
tisme. Mais la longueur et la complication de cette étude n'auraient même 
pas pour excuse l'importance du sujet, puisque jusqu'ici il n'a donné lieu à 
aucune recherche expérimentale. Aussi, laissant de côté cette étude, nous 
nous bornerons à l'examen de quelques questions ayant un intérêt physique. 



§ III. — Influence de raimantation sur la force électromotrice d'une pile. 

3. Considérons, en premier lieu, un morceau de fer doux placé dans un 
champ magnétique et plongé dans une solution d'un sel de fer, de sulfate 
de fer par exemple, dont nous négligerons les propriétés magnétiques. 

Considérons à la surface de ce morceau de fer en contact avec la dissolu- 
tion deux points M et M'. Supposons qu'une quantité d'électricité dq passe 
du point M au point M' au travers de la dissolution. Ce déplacement en- 
traîne la dissolution au point M d'un poids de fer \dq et le dépôt au 
point M' d'un poids de fer égal, X étant une constante positive proportion- 
nelle au poids moléculaire du métal. 

Four que l'équilibre électrique ait lieu sur le morceau de fer doux consi- 
déré, il faut en général que la modification virtuelle précédente, qui n'en- 
traîne aucun travail externe si la seule force à laquelle le système est soumis 
est une pression normale et uniforme, n'entraîne aucune variation du po- 
tentiel thermodynamique interne du système. 
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Or on a, d'après régalité (5), 
di=:Ed{[]—TS)'{'dY-+'d.J 

-^é/ r[J(0Il,a,(3,...) + pff(^rc,a,p, ...)-+-pe(a,(3, ...)]^i'. 

Calculons les divers termes du second membre de cette égalité. 

La dissolution en un point d'un certain poids de fer et la précipitation en 
un autre point d'un même poids de fer, que nous supposerons précipité 
dans un état physique et chimique identique, ne peut faire varier le terme 
(U-TS). 

La variation du terme Y est donnée par la formule 

V étant la fonction potentielle électrique au point M et V' la fonction po- 
tentielle électrique au point M'. 

La variation cLj du potentiel magnétique est la somme de deux autres 
variations, l'une due simplement à la suppression d'une particule de fer X dq 
au point M, l'autre de l'addition d'une particule de fer égale au point M'. 

Etudions d'abord la première variation. La particule de fer de poids 

\dq enlevée au point M occupe un volume -t^> S étant le poids spécifique 

du fer. Si cette suppression ne faisait point varier l'aimantation du morceau 
de fer, elle ferait diminuer ^ de 



/ / 1 à-^? ., d-<> ^(?V>\ \dq 
A cl, -r h ni) T- ■+■ ^ T- ) -^ 



clî», nî>, 8 étant les composantes de Taimantation en un point Xi^yi, z^ inté- 
rieur au morceau de fer doux et infiniment voisin du point .on, et \'^ la fonc- 
tion potentielle magnétique au même point. Mais, de plus, cette suppression 
fait varier la forme du morceau de fer doux, par suite l'aimantation en 

chaque point. Sio-l.2, iJba, 32) composantes de l'aimantation au point x^jj^i»? ^i 
du fer doux, varient ainsi de 6/jl,2, rftiba, ^^2, 'ff varie de 



■/("*.£ -«.i:-'^-g)*.. 



l'intégration s'étendant au volume entier du fer doux. 

Si le fer qui se précipite au point M' est parfaitement doux, il prendra 
une aimantation ayant pour composantes cl*', ifc', 3', et la deuxième partie 
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de la variation de .7 aura pour valeur 






Enfin le terme 



^ r[.f (OR, «, (3, ...) -+- p {?(5n., a, (3, ...) -+-pe(a, (3, ...)]^^ 



aura pour valeur 



[.f(;)li',a,(3,...)-J(^n.,a,(3,...)]^ 



+ [(f(oiv', «, p, ...) - ffC^n-, «, j3, ...)] rf^ 



On a donc, en résume, 



^''^= [ ''('^'al^+^'^ + ^'wV^^^'''''*''^'- 



) 



+ [e\' + S-C^H', «, |3, ...) - eV - ^(ail, «, |3, ...)]rf«7 
Mais, en vertu des égalités (8) et (9), le dernier terme se trouve être égal 
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à o. Les mêmes égalités donnent 

\ dx dy dz ) F(.)lV,p) 

En égalant à o l'expression précédente de di^ on trouve 

(u) sv+ffoR, «, p, ...) -^ ^ [-f (OU., «, p, ...) - ,.(,^^ ;';'"^; p^ -^] 

telle est la condition d'équilibre que Ton obtient en envisageant une modi- 
fication virtuelle dans laquelle l'électricité passe du point M au point M' en 
traversant l'électrolyte. 

Si l'on suppose, au contraire, que l'électricité passe du point M au 
point M' en traversant le fer doux, on trouve la condition d'équilibre 

(12) eV-+-ff(0îl,a,î3,...) = £V'4-ff(0Il/,a,(3,...). 

Ces conditions (ii) et (12) ne sont pas compatibles en général, car elles 
exigent que l'on ait 

ce qui n'aura point lieu ordinairement, à moins que l'on n'ait 

OU = OU', 

^ = ^\ 

Ainsi, si une masse de fer doux^ placée dans un champ magnétique et 
plongée dans un électrolytej présente la même aimantation et la même 
densité électrique en tous les points de sa surface, V équilibre électrique 
sera possible sur cette m,asse; si ces conditions ne sont pas réalisées, 
l'équilibre électrique sera en général impossible : des courants particu- 
laires s'établiront d'un point à Vautre de la masse. 

Supposons dorénavant la densité électrique assez faible pour pouvoir né- 
gliger le terme pÇ(01l;) et demandons-nous si le courant particulaire ira, 
au sein de l'électrolyte, du point M au point M' ou du point M' au point M. 

II. — Fac. de T, L. iG 



L.I22 P. DUHEM. 

On sait qu'il ira, au travers de rélectrolyte, du point M' au point M si, 
dans ces conditions, le travail non compensé effectué sur son parcours tout 
entier est positif. Or ce travail non compensé a pour valeur 

K'-K?^,]-['<->-,W,]r4- 

Négligeons les variations de la fonction magnétisante avec l'aimantation et 

posons simplement 

F(OIl)=:F. 

La quantité précédente deviendra 



2F 

On voit alors que le courant ira, au travers de l'électrolyte, des points les 
moins aimantés aux points les plus aimantés; en d'autres termes, les régions 
les moins aimantées seront électronégatives par rapport aux régions les plus 
fortement aimantées. 

Des considérations semblables s'appliquent évidemment au cas où les 
points M et M' appartiendraient à deux morceaux de fer doux distincts. 
Ainsi, si dans un sel de fer on plonge deux morceaux de fer doux 
inégalement aimantés par un champ magnétique ^ le plus fortement 
aimanté sera électropositif par rapport au plus faiblement aimanté. 
U inverse aura lieu pour un corps diamagnétique . 

Ce phénomène a été constaté, en premier lieu, par M. Gross (•). Ils ont 
été vérifiés, plus récemment, par M. Row^Iand (^). 

Il en résulte évidemment que la force électromotrice d'une pile qui ren- 
ferme une électrode en fer doux ne doit pas être la même suivant qu'on 
place cette pile à l'intérieur d'un champ magnétique ou en dehors de ce 
champ. M. Paul Janet (^) a, le premier, déduit cette conséquence d'idées 
théoriques. 



(*) Th. Gross, Ueber eine neue Entstehungsweise gatvanischer Strôme durch Ma- 
gnetismus {VerhandL d, phys. Ges. in Berlin^ p. 33; i885. Beiblàtter, t. IX, p. S\o\ 
i885, et t. X, p. 4^5; i886. Sitzungsberichte der Wiener Akademie, 2* série, t. XCII, 
p. 1378; 1886). 

(*) Oliver J. Lodge, Sketch of the principal electrical Papers read before Section A 
during the late Meeting of the British Association at Manchester 1 887 (Electrical Re- 
viewy 23 septembre 1877). 

(») P. Janet, De V influence du magnétisme sur les phénomènes chimiques {Journal 
de Physique^ 2* série, t. VI, p. 286; 1887). 



DE l'aimantation PAU INFLUENCE. L.123 

Les principes précédemment posés permettent de traiter très complète- 
ment la question soulevée par les recherches de M. Paul Janet. Supposons 
que le fer doux forme l'électrode négative d'une pile dont l'électrode positive 
est formée d'un métal non magnétique, de cuivre par exemple; nous sup- 
poserons la pile placée dans un champ magnétique et la forme de ce champ 
et de l'électrode de fer choisie de telle sorte que l'aimantation de l'électrode 
de fer soit uniforme; nous supposerons, en outre, la quantité pÇ(orL) né- 
gligeable; de cette façon, nous serons assurés qu'il n'y a pas de courants 
particulaires d'un point à l'autre de la masse de fer doux. 

Cela étant, supposons qu'une charge électrique dq passe du fer au cuivre 
au travers de la dissolution : un poids \dq de fer est dissous; un poids 
équivalent de cuivre est précipité. Dans ces conditions, le potentiel thermo- 
dynamique total 

i2 = cf -h W 

du système subit une variation qui, pour l'équilibre, doit être égale à o. 
Si l'on distingue par des accents les quantités qui se rapportent au cuivre, 
on obtient ainsi l'égalité 

o =^ (£V'-4- 0'- eV- 8)^7 4- E ^(U -TS) -+- ^\V - | Tf (OÏL) - Oli "^-^^^ 1 ^V- 

Si la masse de fer doux et la masse de cuivre étaient en contact par un 
conducteur et non par un électrolyte, la condition d'équilibre serait 

ev;-he'-£V, -e = o. 

La quantité 

i' = £(v-V)-£(v;-v.) 

est, d'après la théorie de la pile constituée par les travaux de MM. Gibbs 
et H. von Helmholtz, la force électromotrice de la pile considérée. On a 
alors 

C df/=:-E d(U - TS) - rfW -h ^ rj(è)iv ) - ;)]L ^^^1 ^^7. 

Supposons cette pile soustraite à l'action du champ magnétique, elle aura 
pour nouvelle force électromotrice la quantité *!:,, donnée par 

i.\i=~E^(U — TS) — r/W. 
On a donc 

(.3) i = i,+ _|^,,(or.)-3rc-^;,— ^J. 
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Si l'on place dans un champ magnétique une pile renfermant pour 
électrode négative une masse de fer doux susceptible de s'aimanter uni- 
formément, la force électromotrice de cette pile subit une variation qui 
dépend exclusivement de la nature du fer doux et de V intensité de son 
aimantation; V effet change de sens sans changer de grandeur si Vélec- 
trode enfer doux est prise pour électrode négative. 

Si Ton désigne par (jl une certaine quantité comprise entre o et OlL, l'éga- 
lité précédente peut s'écrire 

On voit alors que, pour toutes les substances magnétiques connues, rai- 
mantation diminue la force électromotrice de la pile si la substance 
magnétique forme V électrode négative et l'augmente si la substance 
magnétique forme l'électrode positive. L'inverse a lieu pour les sub- 
stances diamagné tiques. 

Si l'on néglige les variations de la fonction magnétisante avec l'aimanta- 
tion, l'égalité précédente devient simplement 



(i5) Cz=.C 



2Ô F 



La variation subie par la force électromotrice est p/'oportionnelle au 
carré de l'intensité d'aimantation de l'électrode et en liaison inverse de 
son coefficient d'aimantation. 

Ces quelques propositions contribueront, nous l'espérons, à jeter quelque 
jour sur cette question, à peine ébauchée encore au point de vue expéri- 
mental, de l'influence de l'aimantation sur les phénomènes chimiques, et à 
compléter les vues théoriques émises par M. P. Janet. 
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CHAPITRE Vin. 

AIMAxNTATION DES CRISTAUX. 



§ I. — Potentiel thermodynamique d'un système qui renferme 

des cristaux aimantés. 

1. Dans la détermination du potentiel thermodynamique interne d'un 
système qui renferme des aimants, nous avons introduit la restriction (\u(* 
tous les corps aimantés du système étaient des corps isotropes. Nous allons 
maintenant nous affranchir de cette restriction. 

Nous pouvons, comme au § III du Chapitre I, écrire 

et, comme au lieu que nous venons de citer, nous trouverons que si les com- 
posantes de l'aimantation au sein d'un volume dç du système subissent des 
variations o^\a, ôiiî>, o3, l'élément demeurant fixe, f subit une variation 

dr z= A 0..V, 4- B oMK -+- C 53, 

A, B, C étant trois quantités qui peuvent dépendre : 

1*^ De Xj ifc, 3; 

2® Du volume di? de l'élément; 

3° De la forme de la surface qui le limite; 

4** De Torientation de l'aimantation à l'intérieur de la substance, orif^n- 
tation déterminée par les cosinus des angles que la direction de raimnnt^t- 
tion fait avec trois directions liées à l'élément, par exemple ses trois axf s 
d'élasticité ; 

5** Des coefficients a, ^, ... qui définissent l'état de la substance en un 
point de Télément. 

Soient J3l, Ô, C les composantes de l'aimantation suivant les axes d'élas- 
ticité de l'élément. Les cosinus des angles que la direction de Taîmantation 
fait avec ces axes auront pour valeur respective 



a i» 




■L > 



a*-«»-f 11^^ -^^r^c» a*-^-«»^c» 
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Des lors, en raisonnant comme au § III du Chapitre I, nous verrons 
sans peine que les quantités A, B, C sont : 

I*' Indépendantes de la forme de la surface de l'élément; 

2° Proportionnelles à son volume rfr; 

i^ Fonctions de X, ift», £, 5t, |B, C, a, [3, 

Soient 0, ç, ^ les trois angles d'Euler qui fixent la position des axes 
d'élasticité de l'élément par rapport aux axes des coordonnées, x^ iiî>, C 
pourront s'exprimer en fonction de 5t, jft, C et de 0, ç, ^. Dans la trans- 
formation considérée, 0, ^, ']f demeurent constants, en sorte que 8^l>, Sifl, 2s 
s'expriment en fonction linéaire de oJ3l, olB, ôC, et l'on peut écrire 

Orf rrr ( A' 0.1 -f- 1^ o'C -^ (7 fK ) dv, 

A', B', C étant trois fonctions de 5t, Î3, C, 0, 9, '^, a, [3, 

Dans la modification qui donne cette expression de Sj', 0, ç, ^ demeurent 
constants. Supposons maintenant (jue, sans rien changer à l'aimantation 
ou à l'état de l'élément, on le fasse tourner sur lui-même; 0, ç, '\f varient 
seuls. Or, dans ce déplacement sans changement d'état, f ne doit pas varier. 
f est donc indépendant de 0, 9, '^ et l'on a 

.f" ne variant pas lorsque Tétat physi(jue et chimique du système demeure 
invariable. J" se déterminera alors comme au Chapitre I et Ton aura, pour 
un système qui renferme des cristaux aimantés, 

(I) i-E(U--TS)4-.T-4-/f/(-'l>îî, <«^.«, |3, ...)^A'. 

Pour un corps isotrope, la fonction ()(3iy IB, C, a, p, . . .) se réduit à la 
fonction j(.m, a, ^, . ..) que nous avons eue à considérer dans tous les 
(Chapitres précédents. 

A la fin du Chapitre II, nous avons vu ([ue l'on avait [égalité (i3)] 

\\o\iy a, [3, . . .) tendant vers une limite finie lorsque OR/ tend vers o. Géné- 
ralisant ce résultat, nous admettrons que le rapport 

f/(.i, îî, or, «, (3, ...) 
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tend vers une limite finie lorsque «oit tend vers o, ce qui suppose que Ton 
ait 

(2) f/(a, B, C) = 9„(.\ ô, a:)a*4- 9„(3, B, C) B«4- 9«3(^, î>, <«^)<«^* 

29,3(3, B, C) BC 4- 29„(3, B, C) O -+- 29,j(3, B, €) .IB, 



les quantités ç^ demeurant finies pour el. = o, afc = o, a = o. 

L'étude de cette forme nous amènera parfois à considérer la surface du 
second ordre 

(3) 9,i(a,B,€)a.-«-+-9,,(.^,B, a:)v»4-933(3,B,a:)^« 

29îj(-a, B, a:)vw 4-293,(3, B, €)5x-+-29„(3,B,a:)xj=ii, 



sur/ace variable avec la grandeur et l'orientation de l'intensité d'ai- 
mantation à laquelle nous donnerons le nom de surjace d'induction ma- 
gnétique du cristal. 

§ II. — Équations de l'équilibre magnétique. 

2. Supposons maintenant qu'à l'intérieur de l'élément dxdydz, J3l, ÎB, 
C varient de quantités arbitraires Sj3l, SlB, SC Soient 0$, Oy], O'C les 
directions des axes d'élasticité de l'élément dx dy dz. En égalant à o la 
variation subie par la fonction ^, nous trouverons 

^•^-+-^f/(^,î5. «, a, (3, ...) = o, 
(.4) { ^*^ + àff(^»^'^'«'P' ...) = o, 

/« -^ -+- ^ f/(^, ^» <^, a, P, ...) = o. 

Ce sont les équations fondamentales de l'équilibre magnétique sur une 
substance cristalline. 

L'égalité (2) permet de transformer ces équations; elle nous donne, en 
effet: 
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(5) 






2(9„3 + 9,jîJ4-9,jC) 



(^ 



<ja 



3> 



(j.^ 



ô' 



t)-^ 



«?</ 



;» 



dÔ 






dj} 



di 



» 



d<f 



n 



da 



c» 






a(93I^-|- 93|î' + 93j't) 
<^?" TU , '^?" S» 






(>C 



^« 



c^C 



B^ 






C* 



(?9 



13 



«?a 



9C 



2 






«?9« Je 



^^<r 



(?9 



31 



c^a 



(m 



2 



â(^ 



31 



(^U 



ca 



2 



(?9 



31 



c?<t 



ca 



(?9 



^a*), 



<>9 



<^9i« aa\ 






égalités dans lesquelles <p^ et «p^^ ont la même signification que dans l'éga- 
lité (2). Moyennant ces égalités (5), les égalités (4) vont prendre la forme 
suivante : 



(6) 



de 



d-n 



{ 









13 






â^ 



13 



+ "^¥r>^^ 



<;i0 dH ai 






« ■ CÎ^U=:0, 



di 



à? 



+ ^293j4-^ 



^?'> . U^î+C^ia 



^9i 






*» . ôîi^+c^rjMi^ 






(^C 



J3 



ào 



àd 



f33 



dC 



C=o. 



Posons 



(:) 



^=(2937-^-^-^-+-^ 






d^ 
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I, 2, 3). 
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(8) 



A = 



^11 ^fl +31 
+ 12 +22 +32 
+ 13 +23 +33 







(9) 



11 

12 
13 
21 

22- 
23 = 

31 = 

32 = 
31 ~ 



6 



0,- — 



0*1 — 











■s 













+ 22+33 


+ 23+32, 


+23+31 


+21+33, 


+21+32 — 


+22+31,- 


+32+13 


+33 + 12, 


+33+11 


+31+13, 


+31+12 


+32+11; 


+ U+« 


+13 V221 


+ 13+21 


+ 11+23, 


+ 11+22 — 


+ 12+21, 



et les égalités (6) deviendront 



(10) 



I ^ = 



i& =:- 



C=: — 









A 1 ^ 



d-<> 



- + Ou 



art 






o\ 






(avec v,~--o,,y). 



Cette nouvelle forme des conditions d'équilibre nous montre ([ue, dans 
les corps cristallisés, la direction d(; raimantation* en un point ne coïncide 
plus, comme dans les corps isotropes, avec la grandeur géométricpie dont 



les composantes sont -y^-? 



d-^? (K> à'<> 



ôi dn 0^ 



§ III. — Détermination de la distribution qui convient à l'équilibre. 

3. Supposons que Texpérience ait fait connaître pour un corps déter- 
miné, de structure homogène ou continûmcMit variable, la surface irinduc- 
tion niagnéticjue représenté(^ j)ar Tégalilé ('5). 

Les éc[uations (8) et ({)) feront alors connallre A el les ô,,^ en fonelion 
de ^, fBy C Les équations (10) deviendront des relations enire 51, U, (C 

II. - Fac. de T. I-.!"? 
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ot -rj, —, -- ; on pourra les supposer résolues en 51, Jft, C et écrire 



(^1 ^ ^\ 



On voit alors que, moyennant ces équations, la détermination de la dis- 
tribution qui convient à l'équilibre se ramène à la détermination de la 
fonction x?. Voyons comment cette dernière est déterminée. 

Si, dans les expressions de A et des S^, nous remplaçons 51, IB, C par 

leurs expressions (ii), A et les S^ deviendront des fonctions de -j^y -y-, 
-y^ y Ot nous pourrous poser en gênerai 

Les équations (lo) deviendront alors 



avec 



7'7 — ^7/'" 



Nous allons imposer à ces égalités une nouvelle transformation. Soient, 
au point considéré, 

a, a', a" les cosinus des angles de Ox avec O^, Oyj, O^ ; 
A, b'^ //' les cosinus des angles de Oy avec O^, Oy), 0X,\ 
r, c', c" les cosinus des angles de Oz avec O;, Oy], O^. 

Nous aurons 

(i4) { Î3 =rtM, 4-//ilî> -h c'a, 

C = rt^\. 4- M l»î> 4- c" a 
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et 

O' OJc dr Oz 

irn ojc Ov Oz 

01 O^r Oy i)z 

Les égalités (i5) nous permettent d'éerire 






et les égalités (i3) deviennent 

uz 
a'X -+- ^'Uî, -+- c'C = (ar/„ 4- a'^„ 4- a" d^^) ^^ -h (^»r/„ -h b' d^. -r- f^d^^) ^^ 

4- {C^„ + c'é/,5 -f- C^'^jj) ^ , 

IfZ 

a\\, 4- ^''Uîi 4- c'S = (arf„ 4- rtV„4- ffV,,) ^' 4- (M„ 4- 6'r/„4- //^j,) ^, 

ÔX> 
-+-(cr/„ -hc'^j, H-C^aa) jz^ 

OU bien, en désignant par ô^p^ des fonctions de -p> -^> -t^j a, h, c, «', &', 
c', a", //', c", fociles à former en fonction des f/^, 

/ ^, = a^,--4-cD„^ + u^3^> 

1 ()\*^ (?\*> ()V^ 

(.6) ;«!, = u->„_ + (0„^+.0„-^. 



avec 



(0;,y =: (0^^. 



DilTérentions les deux membres de la première équation (i()) j)ar rap- 
port à x, les deux membres de la deuxième équation (iG) par rapport à y, 
les deux membres de la troisième équation (i6) par rapport à z et ajou- 
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les points remplaçant des termes analogues au dernier écrit, termes (pii, 
comme le dernier écrit, disparaissent si le cristal considéré est homogène. 

L'équation (i 7) représente Téquation différentielle que la fonction -ç doit 
vérifier en tous les points d'un cristal soumis à Taimantation par influence. 

A la limite du cristal et du milieu extérieur, on doit avoir 

-r^ -4- -j^ i^ — 47r[.l>cos(N/, jc) 4- iiî»cos(Nm v) -h 3 cos(N/, z)]. 



OU bien, en vertu des équations (iG), 

[(O2, cos(N/, a*) H-c^îïCOs(N/,j)-i-(0i3Cos(N/, :?)]-r— 
[eOji cos ( N/, jr) -+- (î)32 ces ( N/, ^v) 4- cÇ^j, cos ( N/, z)] -j^ — o. 

Ces équations (17) et (18), jointes à d'autres équations qui sont les 
mêmes que pour les corps isotropes (voir Chapitre II), déterminenl la 
fonction V> et partant la distribution qui convient à l'équilibre. 



§ IV. — Détermination de la surface d'induction magnétique d'un cristal. 

4. Admettons que les quantités Opç soient indépendantes de 51, Î5, C 
Les quantités cOy,^, que nous désignerons alors par A^^, seront indépendanlcs 

de -T-> y > -J-' Les équations (10) continueront a être exactes, ainsi que 

l'équation (i 8) ; mais l'équation (i 7) se simplifiera notablement. Si le cristal 
est homogène, elle deviendra simplement 

— 2Û23 ^^ 2^3, ^j r- î A,j -. .- nn o. 

ojâz ôzô^r âsvoy 

On est alors amené aux équations données par Poisson pour résoudre l«* 
problème de l'aimantation des cristaux. 

En se plaçant dans les conditions admises par la théorie de Poisson, on 
possède des méthodes expérimentales qui permettent de déterminer la su?- 
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face 



I 



(20) A,,^*-hA2,7*4- Ajjc^-f- 2A25j;5 4-2A8i5a?4-2A,2j:7 = — ^, 

surface qui, dans celle ihéorie de Poisson, remplace la surface variable 
donnée par Tégalilé (3). 

Or nous allons voir qu'il en résulte une mélhode pour déterminer la 
surface 



surface identique à la surface (3), mais où Ton a pris pour axes de coor- 
données Ox, Oy, Oz au lieu de O^, Oy], OÇ, et pour paramètres varia- 
bles -j-y y-5 ^ en place de 5t, ÎB, €. 

Supposons un corps cristallin de forme telle et tellement placé dans un 
champ magnétique que, d'après la théorie de Poisson, il s'aimante unifor- 
mément dans ce champ, quelles que soient la grandeur et la forme de sa 
surface d'aimantation (20). C'est ce qui arrive, notamment, si le cristal a la 
forme d'une sphère et si le champ magnétique est uniforme. On aura alors, 
quels que soient les A^, 

^ = /{^ny Aî2, A33, Aj3, As,, Ajî), 

ift) = ^(An, A,j, As,, Aî3, A3,, A,,), 
G = A(Aj,, A52, A,3, Aj3, A„, A„). 

Remplaçons JU, tPo, G par ces expressions dans la fonction (Qpg relative à 
une substance déterminée, après avoir exprimé cette fonction (D^^ elle-même 

non au moyen de y- » -p > -p> mais au moyen de x, ife. G; Œ>pg deviendra 

Ppy(A,,, Aj,, A,3, A23, A3,, A,,), 

J^pç étant, pour une substance déterminée, une fonction d'une forme déter- 
minée. 

Choisissons les six constantes A,,, A22» A33, A23, A3,, A, 2, de manière 
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qu'elles vérifient les équations 

3PS3(^I!> ^M» ^33 
3Pî3{^ll> ^«» ^33 
ï^3! (^11> «^22» ^33 



^23> ^31 
^23» ^31 

^23, ^31 
^23» ^31 
^23, ^31 
^23» ^31 



A,2) 
A12) 

A,2) 



A22, 
A38» 

A31, 
A,2. 



Soit A, ,, A22, A33, A'^3, A3,, A'^^ une solution de ces équations. Si Ton 
remplace dans les équations différentielles du problème de Poisson les A^ 
par les A^^, l'intégration de ces équations fournira sur le cristal une aiman- 
tation uniforme correspondant à une certaine fonction potentielle v'\ 

Cette fonction potentielle est aussi celle qui intègre nos équations 
générales^ en supposant le cristal formé a^ec la substance que nous con- 
sidérons. 

m 

La démonstration de ce théorème est trop facile pour qu'il soit utile de la 
développer. 

Le théorème précédent étant admis, on en déduit aisément la proposition 
que nous allons énoncer. 

Dans un champ magnétique, on place un cristal qui, dans la théorie de 
Poisson, s'aimanterait uniformément, quelle que fût sa surface d'aimanta- 
tion. Le cristal étant homogène, ses axes d'élasticité ont la môme direction 
en tous ses points. Prenons-les pour axes de coordonnées. Si l'on admettait 
la théorie de Poisson, la fonction potentielle serait, en chaque point exlé- 
rieur au cristal et aoix aimants, donnée par la formule 



(21) 



•v;^ — F(^, /, z, Al,, A23, A33, A23, A3,, A,2). 



La détermination expérimentale de la valeur de "<? aux divers points de l'es- 
pace permettrait alors de déterminer A^j A225 A33, A23, A3,, A, 2. 

Bien que la théorie de Poisson ne soit pas exacte, notre cristal va prendre 
une aimantation uniforme, dont les composantes seront J3l, îî, C, et K^ va 
vérifier l'équation (21); seulement les valeurs qu'il faudra donner dans 
cette équation aux quantités 



Ail, Aj2, A33, A]3, A31, A, 2 
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seront 

— ^*9n> — /«?«> — ^'?33J —^'923» — ^'93i> — ^'9l2> 

en sorte que Ton aura ainsi déterminé la surface d'aimantation (3), qui 
convient à l'aimantation prise par le cristal dans ces circonstances. 

Nous nous contenterons de ces quelques remarques sur l'aimantation des 
cristaux, laissant au lecteur le soin de généraliser les théories que nous 
avons exposées à propos des corps isotropes. 

Le travail précédent n'aborde point, il s'en faut, tous les problèmes qui 
constituent l'étude de Taimantation par influence dans les corps dénués de 
force coercitive. Nous nous sommes limités à un cas relativement très par- 
ticulier. 

En premier lieu, nous n'avons étudié que des corps magnétiques formés 
par des solides rigides. Quels phénomènes présentent, lorsqu'ils sont ai- 
mantés par influence, les fluides d'une part et les solides élastiques de 
l'autre? C'est un problème qui a sollicité, dans ces dernières années, les 
recherches de plusieurs physiciens illustres et que nous n'avons point abordé 
dans ce qui précède. 

En second lieu, nous avons étudié les phénomènes que présentent des 
aimants qui portent des charges d'électricité statique; mais nous n'avons 
point considéré les efl^ets qui se manifestent dans le système renfermant à la 
fois des courants électriques et des aimants, laissant ainsi de côté l'électro- 
magnétisme, les phénomènes d'induction par les aimants et la théorie de la 
propagation de l'électricité dans les conducteurs aimantés. 

Nous souhaitons de pouvoir plus tard, poussant plus loin nos recherches, 
aborder quelques-uns au moins de ces problèmes qui abondent en difficul- 
tés; mais nous espérons que le présent travail, quelque restreint qu'il soit, 
aura contribué à élucider quelques points obscurs ou douteux dans la 
théorie de raimantation par influence. 
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NOTE. 



DE L'INFLUENCE DU MAGNÉTISME SUR LA CHALEUR DE COMBLNAISON. 



Au Chapitre VI du Mémoire précédent, nous avons cité un certain nombre de Ira- 
vaux, soit théoriques, soit expérimentaux, relatifs à Tinfluence que Taimanlalion exerce 
sur la chaleur de combinaison d'une substance magnétique. Nous avons, dans ce Cha- 
pitre, omis de citer quelques travaux qui se rapportent à la même question, les uns 
parce qu'ils n'étaient point encore publiés au moment où fut rédigé notre Mémoire, 
les autres parce qu'ils n'étaient pas parvenus à notre connaissance. 

Le premier travail relatif aux problèmes dont l'étude fait l'objet des Chapitres M 
et VII est dû à M. Th. Gross. M. Th. Gross en communiqua les principaux résultats à 
la Société de Physique de Berlin dès le i3 avril i885 ('). Feu de temps après, il le 
publia in extenso dans les Comptes rendus de r Académie de Vienne (*). 

Dans ce travail, M. Th. Gross constate qu'il se produit des courants entre les parties 
différemment aimantées d'un même morceau de fer plongé dans un acide. M. Th. Gross 
explique ce fait par l'influence que l'aimantation du fer exerce sur la chaleur de com- 
binaison du fer avec l'acide. 

Cette manière de voir est entièrement conforme à celle que M. Paul Janet (') a 
émise un peu plus tard sans avoir connaissance des travaux de M. Th. Gross; mais là 
s'arrête Tanalogie entre le travail de M. Th. Gross et celui de M. Paul Janet. M. Th. 
Gross énonce cette proposition : 

La chaleur de combinaison entre le fer et un acide doit être rcf^ardve comme 
plus grande s'il existe entre eux une éner^^ie potentielle mai*nétitfuv f]uc s'il n'en 
existe pas. 

Au contraire, M. Janet énonce cotte loi (|ne la chaleur de combinaison du fer est 
plus grande hors du champ magnétit/ue f/ue dans ce champ. 

Le travail de M. Paul Janet avait été priVodr iU^ quolquon moi^ par un iraxail do 
M. Nichols (*). Comme M. Paul Janot, M. iNirhoU admet on principe »|uo le tnfxail 



(*) Voir Verhandlungen dêr physihdischcn iiextthcha/t 3i# tirrh'n, \^ rtxril iSS.». 

(•) Th. GiiosH, Uebcr eine nctic iCntstvhun/(s%\^i\xi* fiot\stttix*hrr Stn^mr dut^h .\foi^nv(i\\mus 
{Wiener SUzungsberichte^ a'* FoIro, lUiiit! \r.ll, p. \.\\\s iliVomhiv iSîlO. 

(') P- Janet, De t'in/Iuence du nifignctisme *ur tru phvnohu-m^ i^Aimi^tirx {^J%mrntd i/o /Vm- 
siquCy 2* série, t. VI, p. aHU; 18H7). 

(*) NiciioLs, On the chfmictd hcayiottr 0/ ùwn in /A«» tno^m'tt%\Md {Sittimiwns Jounittf, 
3« série, t. XXXI; avril iKHd). 
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magnétique effectué dans la dissolution du fer est le même que si le fer était enievé 
à l'infini; comme M. Paul Janet, M. Nichols en conclut que la chaleur de combinaison 
du fer est plus grande hors du champ magnétique que dans ce champ. 

M. Nichols a essayé de contrôler par Texpérience les conséquences de la théorie; 
mais ses expériences lui donnent pour le fer aimanté une chaleur de combinaison 
tantôt plus grande et tantôt plus petite que pour le fer non aimanté. 

Dans un plus récent travail, M. Th. Gross (*) a repris de nouveau Pélude de la 
question. Il s^est attaché à démontrer, par la discussion des expériences de M. Nichols, 
que les résultats n^en pouvaient être concluants. Puis, allant plus loin, il a été amené 
à contester cette proposition que M. Nichols avait prise comme point de départ de sa 
théorie : le travail magnéti(iue effectué dans la dissolution du fer est le même que si le 
fer était enlevé à Fin fini. « Je suis obligé, dit-il, de regarder ce principe comme 
inexact, car... la dissolution du fer correspond à une désaimantation et non à une 
création d'énergie magnétique. » 

Ces discussions montrent combien Tétude théorique de Tinfluence que Taimantation 
exerce sur la chaleur de combinaison était confuse et combien il était nécessaire de 
reprendre cette étude par des méthodes rigoureuses. 



(*) Tu. Gross, Ueber die Verbindutigswàrme des magnetisirten Eisen» {Verhandlungen der 
physikalischen Gesellicha/t zu Berlin^ 22 avril 1887). 
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I. — Formation des équations d'équilibre. — Travaux de Poisson. 

1. S'il est une partie de la Physique théorique dont rinsuffisance soit souvent 
et vivement déplorée par Texpérimentateur et le praticien, c'est assurément 
l'élude de Taimantation par influence. Au fur et à mesure que se répand Tusage 
des machines dynamo-électriques, les phénomènes qui dépendent de Taimanta- 
tion par influence jouent dans l'industrie un rôle de plus en plus important. Ce- 
pendant la théorie est à peu près impuissante à aborder l'étude de l'induction 
magnétique. C'est seulement dans le cas particulier de pièces de fer doux immo- 
biles en présence d'aimants permauents que, grâce aux travaux de Poisson, 
l'Analyse mathématique peut pénétrer un peu avant dans l'étude des phénomènes-, 
encore les principes sur lesquels repose cette analyse donnent-ils prise, pour le 
géomètre comme pour le physicien, à bien des doutes et à bien des difficultés. 

Nous nous proposons, dans le présent travail, d'étudier l'histoire des idées 
théoriques qui ont été émises sur ce difficile sujetj nous chercherons surtout à 
préciser les principes mêmes qui, dans chaque théorie, servent à établir les équa- 
tions de l'équilibre magnétique, en glissant plus rapidement sur les cas particuliers 
dans lesquels on est parvenu à intégrer ces équations. L'exposé complet de la 
marche suivie dans l'étude de l'aimantation par influence ne se trouve dans au- 
cun Traité classique. 

Nous examinerons, en premier lieu, la voie suivie par Poisson pour établir la 

II — Fac. de T. F 
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théorie de l'aimantation du fer doux sous Tinfluence d'aimants permanents, les 
difficultés qui se rencontrent dans celte voie et les elForls par lesquels d'autres 
physiciens ont cherché à supprimer ces difficultés; en second lieu, nous indique- 
rons brièvement les conséquences qui ont été déduites de ces équations; enfin 
nous exposerons l'histoire des découvertes par lesquelles a été constituée la théorie 
de Faimantation des cristaux. 

2. « Avant les travaux de Coulomb sur le Magnétisme, dit Poisson (I, p. 25o)[*], 
on supposait les deux fluides transportés dans l'acte de l'aimantation aux deux 
extrémités des aiguilles de boussole et accumulés à leurs pôles; tandis que, sui- 
vant cet illustre physicien, les fluides boréal et austral n'éprouvent que des dépla- 
cements infiniment petits et ne sortent pas de la molécule du corps aimanté à 
laquelle ils appartiennent. » 

La notion à' élément magnétique ainsi introduite dans la Physique par Cou- 
lomb est la base sur laquelle repose la théorie donnée par Poisson de V induction 
magnétique du fer doux. D'après Poisson, les fluides magnétiques se distri- 
buent sur un morceau de fer doux soumis à des forces magnétiques déterminées 
suivant des lois semblables à celles qui régleraient la distribution, sous l'influence 
de forces électriques données, des fluides électriques sur un ensemble de corps 
conducteurs très petits, séparés les uns des autres par une substance isolante. 

Voici, en efiet, les hypothèses sur lesquelles Poisson fait reposer l'étude de 
l'induction magnétique : 

« Considérons, dit-Il (I, p. 262), un corps aimanté par influence, de forme 
et de dimensions quelconques, dans lequel la force coercitive soit nulle et que 
nous appellerons A, pour abréger. 

» D'après ce qui précède, nous regarderons ce corps comme un assemblage 
d'éléments magnétiques, séparés les uns des autres par des intervalles inacces- 
sibles au magnétisme, et voici, par rapport à ces éléments, les diverses supposi- 
tions résultant de la discussion dans laquelle nous venons d'entrer: 

» I** Les dimensions des éléments magnétiques, et celles des espaces qui les 
isolent, sont insensibles et pourront être traitées comme des infiniment petits re- 
lativement aux dimensions du corps A. 

» 2° La matière de ce corps n'oppose aucun obstacle à la séparation des deux 
fluides boréal et austral dans l'intérieur des éléments magnétiques. 

» 3® Les portions des deux fluides que l'aimantation sépare dans un élément 
quelconque sont toujours très petites relativement à la totalité du fluide neutre 
que cet élément renferme, et ce fluide neutre n'est jamais épuisé. 



(') Ce renvoi et les suivants se rapportent à l'Index bibliographique qui termine le présent travail. 
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» 4** Ces portions de fluide, ainsi séparées, se transportent à la surface de l'é- 
lément magnétique où elles forment une couche dont Tépaisseur, variable d'un 
point à un autre, est partout très petite et pourra aussi être considérée comme 
infiniment petite, même en la comparant aux dimensions de cet élément. » 

Ces hypothèses conduisent Poisson à admettre, comme point de départ de la 
théorie de l'aimantation par influence, un principe entièrement semblable à celui 
qu'il avait pris comme point de départ delà théorie de la distribution électrique sur 
les corps conducteurs : Le fluide magnétique doit se distribuer sur chaque élr- 
ment, de telle façon que l'action exercée en un point de Vêlement par le fluide 
décomposé que renferme cet élément contrebalance exactement l'action exer- 
cée au même point par tout le magnétisme extérieur à Vêlement. Toute la 
mise en équation du problème de Tinduction magnétique consiste, une fois ce 
principe admis, à exprimer les deux actions dont il vient d'être question et à 
écrire qu'elles sont égales et directement opposées. 

Avec Coulomb, Poisson admet que deux particules de fluide magnétique s'at- 
tirent ou se repoussent selon qu'elles sont de nom contraire ou de même nom; 
que l'action qu'elles exercent l'une sur l'autre est proportionnelle au produit des 
quantités de fluide qui forment ces deux particules et en raison inverse du carré 
de la distance qui les sépare. Cette loi conduit aux conséquences suivantes : 

Soient A, B, C les composantes, suivant trois axes de coordonnées reclangu- 
laires, du moment magnétique d'un élément magnétique. Soit r la distance d'un 
point quelconque, pris à l'intérieur de cet élément, à un point M dont la distance 
à tous les points de l'élément est supposée très grande par rapport aux dimen- 
sions mêmes de l'élément; soient x^y\ z les coordonnées d'un point de Félément; 
soient S, t^, ^ les coordonnées du point M; soit enfin h une constante positive. 
Si nous posons 

à'- di ài 

r r r 

\ = X -L^B~-\-C--, 

ôx oy âz 

les composantes de l'action exercée par l'élément considéré sur une quantité de 
fluide magnétique positif (fluide austral) placée au point M auront pour valeur 

OX oy oz 

Considérons un volume v très petit, mais renfermant cependant un grand nombre 
d'éléments magnétiques. Posons pour ce petit volume 

V V V 

•A*, ilb, C seront en général des fonctions continues des coordonnées x,^v, z du 
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point autour duquel le petit volume v est supposé décrit, et elles sont indépen- 
dantes de la forme et de la grandeur de ce petit volume. Elles sont les composantes 
d'une grandeur géométrique dont la valeur 

porte le nom d^ intensité de l'aimantation au point (^x^y^z) et dont la direction 
porte le nom de direction de V aimantation au même point. 

Moyennant ces définitions, il nous devient facile d'exprimer l'action d'un sys- 
tème d'aimants en un point M dont la distance à tout point de ces aimants peut 
être regardée comme extrêmement grande par rapport aux dimensions d'un élé- 
ment magnétique. Si l'on pose, en effet, 











l'intégrale triple s'étendant au volume occupé par tous les aimants que l'on con- 
sidère, les composantes de l'action dont il s'agit auront pour valeur 

X= h--z-9 Y= h -T—y Z= — à-r--' 

</Ç (77J dÇ 

D'après cela, pour calculer l'action exercée en un point M, intérieur à un élé- 
ment magnétique par tout le fluide magnétique répandu à l'extérieur de cet élé- 
ment, Poisson partage l'espace en deux régions : 

1° Un volume i^, limité par une surface qui entoure l'élément de toutes parts 
et dont tous les points sont séparés de tous les points de l'élément par une dis- 
tance très petite par rapport aux dimensions du corps, mais très grande par rap- 
port aux dimensions d'un élément magnétique^ 

2^ La partie de l'espace qui est extérieure à v. 

Si l'on étend alors Pintégrale (i) à toute cette seconde région de Tespace et si 
l'on désigne par X|, Y|, Z| les composantes de l'action exercée au point M par 
tout le fluide répandu à l'intérieur du volume v en exceptant le fluide distribué 
sur l'élément auquel appartient le point M, l'action exercée au point M par tout 
le fluide extérieur à l'élément auquel appartient ce point aura pour composantes 

Y I. ^^^ V 

X= — h-^ -hXi, 

Si a, j3, Y sont les composantes de l'action exercée au point M par le fluide 
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magnétique répandu à la surface de rélémenl dont ce point fait partie, les condi- 
tions de l'équilibre magnétique à Tintérieur de cet élément seront, d'après la ma- 
nière de voir de Poisson, 

<^; 

— h — • -+- Zj -4- Y = o. 

3. Jusqu'à présent la théorie de Poisson, tout en invoquant un certain nombre 
d'hypothèses, ne donne lieu à aucun reproche, car ces hypothèses sont toutes 
énoncées avec précision et les égalités proposées en sont des conséquences rigou- 
reuses; mais, dans les transformations que Poisson fait ensuite subir aux équa- 
tions (2), plusieurs difficultés graves vont se présenter sur lesquelles il est néces- 
saire d'appeler l'attention. 

Poisson commence par établir que les trois composantes désignées par X|, Y|, 
Z| sont égales à o pourvu seulement que le imlume v admette un centre et que 
le point M soit ce centre. Reproduisons intégralement ici le raisonnement par 
lequel il croit pouvoir établir cette proposition : 

« Menons, dit-il (t. I, p. 27:^), par le point M une droite CMC dont les deux 
parties soient égales entre elles et d'une grandeur telle qu'on puisse les considérer 
à la fois comme infiniment petites, en les comparant aux dimensions de A, el 
comme infinies relativement aux dimensions des éléments magnétiques et des es- 
paces qui les séparent les uns des autres. La proposition dont nous avons besoin 
consiste en ce que, si les deux extrémités C et G de celte droite sont toutes les 
deux hors d'un élément magnétique, la somme des particules de fluide libre devra 
être considérée comme égale sur ses deux parties MC et MC, en n'y comprenant 
pas le fluide libre appartenant à Télément magnétique dont le point M fait partie. 

» En efi'et, tous les éléments traversés par la droite CMC seront sensiblement 
dans le même état magnétique, puisque la longueur de cette droite est insensible, 
eu égard aux dimensions de A; de plus, abstraction faite de l'élément dont le 
point M fait partie, la droite CM en allant de C vers M, et la droite MC en allant 
de M vers C, rencontreront, en général, un même nombre de fois les surfaces 
des éléments magnétiques en pénétrant dans leur intérieur; elles rencontreront 
aussi ces surfaces le même nombre de fois en sortant des éléments. A la vérité, 
ces points de rencontre ne sont point semblablement situés sur toutes les sur- 
faces; mais leur nombre étant très grand, et comme infini, les mêmes circon- 
stances devront toutes se présenter des deux côtés du point M, et alors il n'y aura 
pas de raison de supposer la quantité de fluide libre plus grande d'un côté que 
de l'autre. 
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» Cela posé, appelons, pour abréger, v la petite portion de A dont nous vou- 
lons déterminer l'action sur le point M, et, pour cette détermination, décompo- 
sons V en une infinité de cônes infiniment aigus dont les sommets soient en ce 
point M. Comme l'autre partie de A, ... se compose d'éléments magnétiques qui 
sont tous complets, il sera nécessaire que ^ se compose de même d'éléments en- 
tiers; d'où il résulte que l'axe de chacun de ces cônes devra se terminer hors d'un 
élément magnétique. 

» Soit (o Taire infiniment petite de la section faite dans l'un de ces cônes, per- 
pendiculairement à son axe et à l'unité de distance du sommet M; désignons 
par r la distance d'un point quelconque de cet axe au point M; l'élément de vo- 
lume du cône, à celle distance r, sera r^co dr; et si l'on appelle jjl la quantité de 
tluide libre qui répond au même point, l'action de cet élément sur le sommet, 
dirigée suivant Taxe du cône, sera exprimée par fjLw é/r. L'action du cône entier 
aura la même direction, et pour valeur (of^kdr, l'intégrale étant prise dans toute 
la longueur de son axe et exprimant évidemment la quantité de fluide libre qui se 
trouve sur cette droite. L'action du cône dont le prolongement est celui-ci sera 
dirigée en sens contraire; ces deux forces opposées se détruiront en partie, et si 
Ton suppose, ce qui est permis, ces deux cônes d'égale longueur et de même ou- 
verture co, ces deux forces se réduiront, en vertu de la proposition précédente, à 
la seule action du fluide libre appartenant à la fois à l'un des cônes et à l'élément 
magnétique dont le point M fait partie. Il en sera de même à l'égard de tous les 
cônes considérés deux à deux, en sorte que l'action totale de v sur le point M sera 
réduite à celle de la couche magnétique qui occupe la surface même de cet élé- 
ment. On voit aussi par ce raisonnement que, si le point M était situé hors d'un 
élément magnétique, l'action de i^ sur ce point se détruirait complètement, c'est- 
à-dire qu'une particule de fluide boréal ou austral qu'on y placerait y demeurerait 
en équilibre, si elle n'était soumise qu'à cette seule action. » 

Il nous semble utile d'insister sur l'insuffisance du raisonnement que nous ve- 
nons de rapporter. Il nous suffira d'ailleurs, pour faire ressortir cette insuffisance, 
de montrer l'inexactitude de l'une des conséquences auxquelles il conduit; c'est 
Poisson lui-même qui nous fournira cette conséquence : 

« Ces conclusions, dit-il (t. I, p. 274)» sont indépendantes de la forme de v\ 
elles exigent seulement que cette portion de A ne contienne que des éléments 
magnétiques complets, et que les rayons menés du point M à sa surface soient 
tous très grands par rapport aux dimensions des éléments et néanmoins insen- 
sibles relativement aux dimensions de A; et, en cfiet, pourvu que ces conditions 
soient toujours remplies, on pourra augmenter ou diminuer i^ sans altérer sensi- 
blement son action sur le point M; l'action des éléments entiers que l'on ajoutera 
ou que l'on retranchera de cette manière se calculera par la méthode du n° 1 ; 
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niaîsy vu la petite étendue dans laquelle ces éléments seront circonscrîls, les inté- 
grales triples qui s'y rapporteront pourront être négligées par rapport aux Torcrs 
auxquelles doivent être ajoutées les composantes de l'action de r. » 

Cette conséquence, avons-nous dit, est erronée. Nous crovons utile d'en mon- 
trer Tinexactitude, parce que cette même inexactitude se retrouve dans plusieurs 
des raisonnements de Poisson et constitue Tun des graves défauts analytiques que 
l'on peut reprocher à la théorie de Tillustre physicien. 

Considérons un premier volume, tel que v, limité par une surface s ayant [)our 
centre le point M; supposons qu'une autre surface a', ayant aussi pour centre le 
point M, limite un second volume v' renfermant v à son intérieur. D'après Pois- 
son, l'action qu'exerce au point M l'ensemble formé par tous les éléments magné- 
tiques du volume i', à l'exception de l'élément auquel appartient le point M, est 
égale à o. Il en est de même de l'action exercée au point M par l'ensemble que 
forment tous les éléments magnétiques du volume s', saul Télément auquel appar- 
tient le point M. Par conséquent, d'après Poisson, l'ensemble des éléments situés 
entre les deux surfaces s et s' n'exerce au point M aucune action. Or, tous ces 
éléments sont à une distance du point M très considérable par rapport à leurs di- 
mensions. Si donc on pose 



*.' ».' t-' \ *'•* 



■+- \)b r- C — '-■ I dx dv dZj 




l'intégrale triple s'étendant au volume compris entre les surfaces s et s\ l'action 
exercée au point M par le fluide magnétique compris entre ces deux surfaces aura 
pour composantes 

c/; &r^ OX^ 

Calculons l'une d'entre elles, la première par exemple. 
Les égalités 

r r 



Ox 0\ ôx^ 



0^ l .n L 

r r 



>iy 0\ Ox ôy * 






ùz d\ ùx Oz 



permettent d'écrire 




ôx^ ôx ôy dx Oz 
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Une intégration par parties permet alors de transformer cette égalité. Soit R 
le rayon vecteur d'un point de la surface s, ce rayon vecteur étant compté à partir 
du point M; soit, au même point, N la normale à la surface 5, dirigée vers l'exté- 
rieur de la surface 5; soient, de même, R' le rayon vecteur d'un point de la sur- 
faces' et N' la normale en ce point dirigée vers l'extérieur de la surface s'. On aura 

X = - A C [ JU'cos(N', 27) + l)Vcos(N', j) -+- a'cos(N', ^)J ^^^^^^ é/5' 
-t-AC[Xcos(N,a7) -+-aft)Cos(N,j') -+- G cos(N, z)] ^^^^^^' ^^ ds 






■—- j 

la valeur que prend la dérivée de X suivant la direction du rayon vecteur R en un 
certain point de ce rayon vecteur dont la distance au point M est inférieure à R; 

par (-j-j» ('T') ^cs quantités analogues à (-j-)» on aura, au point où le rayon R 
rencontre la surface 5, 

et semblablement au point où le rayon vecteur R' rencontre la surface s\ 

■m 



II. \ ' 



e' = eo-4-R'(^) . 



L'expression précédemment obtenue pour X peut donc s'écrire de la manière 
suivante : 

X = - A ^ [ JUo cos(N', x)-h yS^o cos(N', j^)-+- Go cos(N', z)] ^^^(^'^^ ^^ ds' 



ScosfR 3?) 
[JUoCOs(N,a:)-+-'\PooCOs(N,j^)-t-GoCos(N, z)] — ^^ — - ds 

- ^ S [(^')'-<^'--)- (?)'-(N'.r)- (f )'cos(N-. .)] ^-^iî<«:-) .. 

- ^ s [(^) -<'^'-)- C^) oos(N,^)^ (g) cos(N,.)] 22i^) .. 

1. à rrc (àA, dift, d8\ I _, j j 
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Le dernier terme est, à un facteur constant près, la composante suivant Taxe 
des X de l'action exercée au point M par une masse soumise aux conditions sui- 
vantes : 

Cette masse agit conformément à la loi de Newton. 

Elle est comprise entre les surfaces s et ^ , 

hlle a pour densité en chaque point {-z h •" tt ) ' 

Or on sait qu'une telle action est une quantité très petite du même ordre que R 
et R' si R et R' sont très petits. 

Il est facile de voir également que le troisième et le quatrième terme du second 
membre sont des quantités très petites de l'ordre de R et de R'. Si donc, comme le 
fait Poisson, on néglige les quantités de cet ordre, on aura 

X =-AA.o |^ge"^(N'.xyos(R',x) ^^,_ g cos(N. x^R^x)^ 1 

_ A«!„ rgcos(N'..r^cos(R',x) ^^,_ gcos(N.>^)^cos(R.x) ^^ 

.^ rn cos(N', 3)cos(R'. x) . , n cos(N,i)cos(R,x) ,1 
-*-o [^ ivi '^' - ^ Ki ''^J- 

Si les deux surfaces s et s' sont homothétiques et ont le point M pour centre 
d'homothétie, le second membre sera identiquement nul ; mais, si cette condition 
n'est pas réalisée, les coefficients de -Lo, il^o» ^o seront en général des quantités 
finies, indépendantes de la grandeur des deux surfaces s et 5' et dépendant seule- 
ment de leur forme et de leur orientation. On peut aisément démontrer de la 
manière suivante que ces quantités ne sont pas identiquement nulle pour des sur- 
faces de forme difierente. Imaginons, par exemple, que les surfaces s et ^ soient 
deux cylindres droits, ayant leurs génératrices parallèles à Ox et pour centre le 
point O. Si l'on désigne par w et w' les angles solides sous lesquels du point O on 
voit les bases de ces deux cylindres, on aura 

Scos(N', ^) cos(IV, r) , , ri cos(N, a?)cos(U.ir) , , , , 
iv^ ^' - O K^ ^' = '(^' ~ '^^- 

Si les deux cylindres ne sont pas homothétiques, cette quantité ne sera pas 
égale à o, et X ne pourra être indépendant de ^1,0, ni, partant, identiquement 
nul. La proposition énoncée par Poisson est donc manifestement inexacte. 

4. Cette proposition joue cependant un rôle si capital dans la théorie de 
Poisson qu'il serait impossible de poursuivre l'exposé de celte théorie si Ton ad- 
mettait pour un instant l'exactitude de la proposition en question. Nous admet- 
trons donc que l'on ait 

Xi =0, Y, = o, Zi = o; 
II. — Fac. de T. 2 
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les équalions (2) deviendront alors 






( i ) ' — à h 3 = o 



0'<> 



Voyons maintenant comment Poisson évalue a, ^, y. 

Chacune des trois quantités —=■, — , -^ est, à Tinlérieur de réléracnt magné- 

* (>; Or^ â^ " 

tique auquel appartient le point M, une fonction continue des coordonnées ;, r,, s 
de ce point; Jors donc que le point M se déplace à Tintérieur de l'élément magné- 
tique dont il fait partie, ces trois quantités ne subissent qu'une variation de Tordre 
de grandeur de Télémeni; a, [:i, y, qui sont des quantités finies, ne varient donc 
d'un point à Tautre d'un élément magnétique que de quantités infiniment petites 
par rapport à leur propre valeur. En d'autres termes, le fluide magnétique doit se 
distribuer à l'intérieur de l'élément et à sa surface de telle façon que l'action 
exercée par ce fluide ait la même grandeur et la même direction en tous les points 
intérieurs à l'élément. Si l'on connaît la forme de l'élément magnétique, celte 
condition détermine la distribution qu'afiecte le fluide magnétique en cet élé- 
ment. 

I^oisson suppose que, pour les corps isotropes, l'élément magnétique a la forme 
d'une sphère; dans ce cas, il est aisé de trouver la distribution que doit afl^ecter le 
fluide magnétique. Faisons glisser parallèlement à elle-même la surface qui limite 
l'élément magnétique de telle façon que son centre décrive un chemin infiniment 
petit dirigé comme la force constante que Ton veut obtenir et proportionnel à 
cette force. Entre l'ancienne et la nouvelle position de cette surface se trouvent 
deux espaces vides, l'un intérieur à l'élément magnétique, l'autre extérieur à cet 
élément. Imaginons que le fluide boréal remplisse uniformément un de ces espaces 
et que le fluide austral remplisse l'autre avec la même densité. Nous obtiendrons 
ainsi la distribution magnétique cherchée. 

Dans ces conditions, si nous désignons par w le volume de l'élément magnétique 
et par A«, B//, Cu les composantes suivant les axes coordonnés du moment 
magnétique de cet élément, les composantes de l'action exercée en un point 
intérieur à l'élément par le fluide magnétique distribué sur cet élément auront 
pour valeur 

>> .j o 

Considérons un volume i' très petit par rapport au volume du corps aimanté, 
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mais très grand par rapport au volume u des éléments magnétiques; soit ki' la 
fraction de ce volume occupée par les éléments magnéticpies; soient -V-o» ^''>oi ^o 
les composantes de l'aimantation au point M(ç, */;, ^), intérieur à Tun des élé- 
ments de ce volume v; nous <iurons sensiblement 

et par conséquent 

ce qui donne aux égalités (3) la forme 



i/ 



Or, J A- 

• ■<■ T7- ^"~'*- 

Telle est la forme (pie prennent les équations (3) lorsqu'on suppose que les 
éléments magnétiques ont la forme sphérique. 

D. A. ces équations (4), Poisson fait subir une dernière transformation dans 
laquelle nous allons rencontrer une nouvelle inexactitude. 
Désignons par t.) l'intégrale 

/' r Cl '-r "-: ^-^ 

/ / / l 4, _r _-- ||i, -.- -H C — i / (Ix dy dz. 

..' ,/ ./ \ Ojc Oy Oz J -^ 

étendue à tous les corps du système autres que A, et par 41 1« même intégrale 
étendue à toute la |)artie du corps A située en dehors du volume k\ Nous aurons 

V^ = V) -+- 1^ , 
et les équations (/{) deviendront 






O'z Oi j/»- 






~0t^ '^ Or, 3/.- 



')x> oy /j- ^ 



Désignons par ^v Tintégrale 



f f fi' ''- '^- '-\ 

I I I \ .1. — -r \\\> — -\-Z— ) dxdv dz. 

../ ,/ ./ \ (A/- <>>• oz / 
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étendue au corps A tout entier, j^ compris le volume v. D'un raisonnement où se 
retrouvent des inexactitudes analogues à celles que nous avons signalées au n" 3, 
Poisson (T, p. 296-298) croit pouvoir déduire les égalités suivantes : 

Si de telles expressions étaient inexactes, comme rien dans le second membre 

de chacune d'elles ne dépend de la forme du volume v^ les trois quantités-^, 

-p-» -— seraient indépendantes de la forme de ce volume, ce que du reste Poisson 

énonce expressément (I, p. 298); et ce n'est pas là une simple inadvertance de 
sa ]>arl, ainsi que le suppose M. E. Mathieu (LXI, p. i56), mais une consé- 
(|uence du raisonnement erroné que nous avons rapporté au n° 3. 

D'ailleurs, on peut montrer directement l'inexactitude des égalités (5) en obte- 
nant les expressions exactes qui leur doivent être substituées. Cette démonstra- 
tion, pour être rigoureuse, suppose que Ton se soit assuré au préalable de l'exis- 
tence de la fonction ^, ce que l'on peut faire de la manière suivante ; 

Entourons le point M(Ç, y), IJ) d'une surface fermée o- et démontrons que Tin- 
lé^^rale 

r r /* I 

dx dy dz / -^ 

étendue à toute la partie du corps A extérieure à la surface t, tend, lorsque cette 
surface t se contracte d'une manière quelconque jusqu'à venir s'évanouir au 
point M, vers une limite indépendante de la série de formes par laquelle passe la 
surface t. Cette limite sera alors la fonction i)?>. 

L'intégrale précédente étendue à l'espace compris entre la surface 7 et la sur- 
face 2 du corps A peut se transformer au moyen d'une intégration par parties. 
N désignant la normale vers l'extérieur de la surface S et /i la normale vers l'exté- 
rieur de la surface o", elle devient 

C^, [.Vcos(N,a7)-+-\)bcos(N,7)-H C cos(N, 5)]</I 
— S ~ [*^cos(/i, x)-^ ni) cos(n,^')-+- C cos(/i,/)] ds 




-///HS-?-S)-** 
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La première intégrale est indépendante de la surface cr; la deuxième tend vers o 
lorsque la surface t se contracte; la troisième tend vers une limite indépendant(* 
des formes par lesquelles passe la surface t en se contractant, ainsi qu'il résulte 
de la théorie de la fonction potentielle. 

L'existence de la fonction xî5> est ainsi démontrée, et de plus on voit que Ton n 



(6) 



( \^ = Ci [.Xcos(N,a')-+- ill)Cos(N,j^)-f-Ccos(N,5)]rf2 



la dernière intégrale s'étendant au corps A tout entier. 

La théorie de la fonction ])ontentielle nous enseigne en outre que, sous cer- 
taines conditions bien connues imposées à la quantité 

fhX^ thiîi (^ 
ai "^ "^ "^ ^ ' 

la fonction ^ est continue et admet par rapport aux coordonnées Ç, r,, Z du 
point M des dérivées partielles du premier ordre. L'une de ces dérivées, la délivre 
par rapporta $ par exemple, a pour expression 

- 

0^i^ t)Ub Oe^ 



Comparons cette quantité à -^> c'est-à-dire l'intégrale 







dx dy dz. 



étendue à tout Tespace compris entre la surface 2 et la surface S qui limile le 
volume ('. Il est facile de voir que Ton aura 



I 

fi - 



^^Y" = Q[r>.Vcos(N,a7)-f-\)î>cos(N,j^)-+- Coos(N,;;)J --^ </l 



I 

- 



— X[o/\o cos(/i,a7)-Hlli> cos(/i, J')-»- Ccos(w, ^)]-jr ^^^ 



ol 



-///(ë-$'-f)i-*-- 



n désignant la normale à la surface S vers Textérieur de cette surface 
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La dernière intégrale triple s'étend seulement au volume compris entre la sur- 
face S et la surface S; mais il est aisé de voir qu'en la supposant étendue au 
corps A tout entier on néglige des quantités du même ordre de grandeur que Tune 
des dimensions linéaires du volume v] au même degré d'approximation , d'après 
un calcul fait au n*" 3, la seconde intégrale peut être remplacée par 

V[aoocos(/i, ar)-h\jî,ocos(n,7)— Gocos(n. -3)] — -~ — -^ dS. 
On aura donc 



^< 



à'- 



'>$ 



(8) 



/ 



C[..l,cos(N,x)-i-\)!>cos(N.^)-i-3cos(N, ^)]-jf rfS 

n cos(n, 3:)cos(R,t) 
- A., ;^ j^-, rfS 



H* 



dS 
d 



.«/■(S-f-i)-.-!"— 



De cette égalité (8) résulte en premier lieu cette proposition, dont nous verrons 
plus tard l'importance : 

Le symbole 



I J J V' Ô77i - ^•' ,^ 



o 



r 



- — rz I dx dy dz. 



dans lequel r intégration s^ étend au corps A tout entier, n*a aucun sens. 

En effet, au second membre de l'égalité (8), les limites vers lesquelles tendent 
les coefficients de -lo, iJi>07 ^0» lorsque la surface S se contracte indéfiniment, 
dépendent de la série de formes par laquelle cette surface passe en se contractant. 

En second lien, la comparaison des égalités (7) et (8) donne 



d^ __ ()\ÎJ) 



ai 



ai 



cos( n,x) cos(R, x) 
R« 



dS 



(9) 



cns(/i, 5) cos( R, x) 



s 



R2 



^S. 



Celte égalité (9) doit être substituée à la première des égalités (5); une substi- 
tution analogue doit affecter les deux autres égalités (5). 
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L^inexactitude des égalités (5) est ainsi mise directement en évidence. Néan- 
moins, pour continuer l'exposé de la théorie de Poisson, il nous faut conserver 
ces égalités; car c'est en les comparant aux égalités (4 bis) que nous obtiendrons 
les égalités 

( lO ) / :; t: —j »li»y = ; , 

i 3 A- OTf 



I 



I — A-^ (XT.*) -I- \)L*M 



wo — 



3 A ^ (>; 

qui représentent, dans la théorie de Poisson, les conditions fondamentales de 
l'équilibre magnétique. 

6. Supposons qu'une substance magnétique, possédant un coefficient d'aiman- 
tation A' de valeur connue, soit placée dans un champ magnéti(|ue délerminé, 
c'est-à-dire dans un espace oii la fonction ^ est une fonction connue de ;, r,, JJ. 
Dans ces conditions, grâce aux équations (lo), il suffira de connaître l'expression 
de ^* en fonction de ç, r,, !^, pour connaître en chaque point du corps considéré 
la grandeur et la direction de Taimantation. C'est donc à la détermination de la 
fonction ^ qu'est ramené le problème de l'aimantation par influence. 

Nous avons vu que l'on pouvait écrire 

( \Jv'' = C ■!■ [-1. <os( \, j'}-i- \\\, cos(N, J-) -r- a coM y.z)\(l^ 

De cette expression de la fonction xk'\ la théorie de la fonction polentielle 
permet de déduire plusieurs conséquences : 
i" Si nous posons, suivant l'usaj^e, 

, , juv'> ô^^^ (>*u:> 

en tout point extérieur au corps A, nous avons 

(n) A\ÎJ' = c). 

7," Si en tout point du corps A, la (|uantité 

J-l. (>ii!> ôZ 
0.1 Oy tfz 

est continue et admet des dérivées partielles du premier ordre par rapporl à ./', 
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Telles sont les conditions obtenues par Poisson pour déterminer la fonction ^> 
et, par consé<iuent, pour résoudre le problème de Taimantalion par influence. 

L'établissement de ces conditions donne lieu à une nouvelle objection. 

En eflet, la déduction des égalités (i i bis) et (12) suppose Femploi des égalités 
(10); d'autre part, les raisonnements employés par Poisson pour parvenir aux 
égalités (10) supposent qu'autour du point (Ç,Ti, Ç) on puisse tracer un volume r 
limité par une surface a- dont tous les points soient à une distance du point ( ç, r^ , ^) 
très grande par rapport aux dimensions d'un élément magnétique et que, déplus, 
à l'intérieur de ce volume Vj Xy i»l>, G varient d'une manière continue. Cette con- 
dition n'est plus remplie lorsque le point M(Ç,t,, Ç) est très voisin de la sur- 
face S, ainsi que Poisson le remarque expressément : « Mais la condition, dit-il 
(1, p. 071), relative à la distance de M aux points extrêmes de i> ne sera pas 
remplie tout autour du point M, quand il sera situé à la surface de A ou extrême- 
ment près de cette surface. L'action totale de ce corps sur les points tiès voisins 
de sa superficie dépendrait, en chaque point, de la disposition particulière des 
éléments magnétiques autour de ce point; c'est pourquoi nous ne chercherons 
pas à la déterminer; et il nous suffira de prévenir que tout ce qui va suivre n'est 
applicable qu'aux points de A, dont la distance à sa surface est très grande par 
rapport aux dimensions des éléments, ce qui aura lieu, du reste, dès que ces points 
seront situés à une profondeur appréciable. » 

Il résulte de là que les égalités (lo) ne sont point démontrées pour les points 
très voisins de la surface S; qu'il en est de même de régalité(i i bis); quant à 
l'égalité (12), comme pour l'établir on a fait usage des égalités (10) en les appli- 
quant à des points infiniment voisins de la surface S, on doit la regarder comme 
entièrement douteuse. 

7. Telle est la voie suivie par Poisson pour parvenir à mettre en équation le 
problème de l'aimantation par influence; cette voie, nous l'avons vue, est hérissée 
de difficultés analytiques qui suffiraient pour rendre extrêmement douteux les 
résultats obtenus. Mais, de plus, à ces critiques d'ordre analytique auxquelles prête 
la théorie de Poisson, viennent se joindre des objections fournies par l'expérience. 
C'est la détermination expérimentale de la valeur du coefficient k pour diflerentes 
substances qui conduit à des conséquences incompatibles avec la théorie de 
Poisson. 

Imaginons que l'on ait intégré les équations du problème de l'aimantation par 
influence pour un corps homogène de forme déterminée placé dans un champ ma- 
gnétique déterminé. Le résultat de cette intégration sera d'exprimer la fonction \)^ 
au moyen des coordonnées Ç, t), Ç et du coefficient A*; ce résultat peut donc s'ex- 
primer par l'égalité 

^=/U, T, ;, A), 

II. — Fac. de T. 3 
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/étant une fonction de forme connue. Dès lors, si, par une méthode expérimen- 
tale quelconque (il en existe un grand nombre que nous n'avons point l'intention 
d'étudier), on détermine la valeur de ^ ou de Tune de ses dérivées partielles en un 
point déterminé de l'espace, on obtiendra une équation de laquelle on pourra tirer 
la valeur de k pour le corps mis en expérience. 

Un grand nombre de déterminations de ce genre ont été effectuées; elles con- 
duisent au résultat général suivant : 

Le coefficient A*, très petit pour les corps faiblement magnétiques, est très 
voisin de l'unité pour le fer doux et supérieur à l'unité pour les corps diamagné- 
tiques, tels que le bismuth. 

Ce résultat est-il compatible avec la théorie de Poisson? 

Dans la théorie de Poisson, kv est le volume occupé par les éléments magnéti- 
ques sphériques que renferme un volume v du corps aimanté. Soient R le rajon 
des cléments magnétiques et 'la la distance de leurs centres. Le rapporta a alors 
pour valeur 

R étant au plus égal à a, on voit que k doit être compris entre o et ^> consé- 
quence incompatible avec les résultats de l'expérience. 

11 j a plus; lorsque, pour un même corps, on répète la détermination de k avec 
des champs magnétiques différents, on trouve pour k des valeurs différentes, 
tandis que, dans la manière de voir de Poisson, on devrait obtenir une valeur 
constante. 

On voit, par conséquent, combien la théorie imaginée par Poisson pour sou- 
mettre au calcul le problème de l'aimantation par influence, tout en constituant 
une importante et remarquable tentative, est encore éloignée du degré de rigueur 
analytique et d'accord avec l'expérience qu'il est permis d'exiger en une question 
offrant un si grand intérêt au double point de vue de la Physique générale et de 
la pratique. 



§ II. — Formation des équations d'équilibre. — Travaux 

des successeurs de Poisson. 

8. Les difficultés et inexactitudes que présente la théorie de l'aimantation par 
influence, imaginée par Poisson, ont amené plusieurs physiciens à modifier et à 
transformer la voie suivie par l'illustre géomètre pour parvenir à l'établissement 
des équations de l'équilibre magnétique. Nous allons examiner rapidement les 
tentatives qui leur sont dues. 
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Parmi les travaux que nous aurons à mentionner, le dernier en date est celui 
de M. É. Mathieu (LXl); c'est cependant par l'analyse de ce travail que nous 
commencerons notre exposé, parce que les idées de M. E. Mathieu sont, de toutes 
celles qui ont été émises au sujet de Taimantalion par influence, les plus voisines 
de celles de Poisson. 

M. É. Mathieu commence par exposer la théorie même de Poisson; mais, dans 
cet exposé, il évite les inexactitudes commises par Poisson. Si, dans les raison- 
nements donnés par Poisson pour parvenir aux équations (10), on suppose que le 
volume V ait non pas une forme arbitraire, mais la forme d'une sphère concen- 
trique à Télémcnt magnétique, et si l'on suppose, de plus, le point M(Ç, r,, Ç) 
placé au centre commun de l'élément magnétique et du volume (>, toutes les ob- 
jections que nous avons signalées disparaissent et les équations (10) se trouvent 
régulièrement déduites des hypothèses admises par Poisson. 

Mais les équations (10) ainsi établies continuent à n'être valables que jusqu'à 
une distance de la surface du corps aimanté très petite par rapport aux dimensions 
de ce corps, mais très grande par rapport aux dimensions des éléments magné- 
tiques, en sorte que la réduction du problème aux équations différentielles et 
l'établissement de la condition relative à la surface du corps aimanté donnent 
prise aux mêmes doutes que dans la théorie de Poisson. 

D'autre part, Texposé de M. É. Mathieu conduisant aux mêmes équations dif- 
férentielles que la théorie de Poisson et donnant au coefficient k la même signi- 
fication, les difficultés provenant de la valeur trouvée expérimentalement pour ce 
coefficient dans le cas du fer doux et des corps diamagnétiques continuent de 
subsister. 

Ce sont ces dernières objections que M. É. Mathieu s'est proposé de faire dis- 
paraître en modifiant les hypothèses fondamentales sur lesquelles repose la théorie 
de Poisson. 

Pour que le coefficient k pût devenir aussi voisin de l'unité que l'on voudrait, 
M. É. Mathieu a admis pour les éléments magnétiques d'un corps isotrope une 
forme différente de celle qu'avait imaginée Poisson. Il a supposé que les éléments 
magnétiques étaient des parallélépipèdes curvilignes rectangles, dont la hauteur, 
dirigée comme l'aimantation en un point de l'élément, était très faible par rap- 
port aux deux autres dimensions du parallélépipède. Cette hypothèse une fois 
faite, on peut reprendre l'exposé de la théorie de Poisson, à la condition de sup- 
poser que le point M(Ç, tj, Ç) est le centre de l'élément magnétique, et que le 
volume i» a la forme d'un parallélépipède homothétique de l'élément magnétique 
par rapport au point M. En conservant toujours au coefficient k la signification 
qu'il a dans la théorie de Poisson, on obtient alors, non plus les équations (10), 
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mais les équations de même forme 

^^__,^.,= _ , 

(.3) > 4^__^,î„= ^__J, 

,^__^,= Sï 

D'après la forme choisie pour les éléments magnétiques et pour le volume t', le 
rapport A*, sans surpasser l'unité, peut en être aussi voisin que Ton veut. 

Cette modification apportée à la théorie de Poisson ne suffirait pas, toutefois, à 
rendre compte des propriétés des corps diamagnétiques. Pour expliquer ces pro- 
priétés, M. É. Mathieu admet une hypothèse imaginée tout d'abord par M. Ed. 
Becquerel et développée par M. Edlung. D'après cette hypothèse, les corps dia- 
magnétiques sont simplement des corps magnétiques plongés dans un milieu plus 
fortement magnétique. Soumettant cette hypothèse au calcul, M. É. Mathieu 
trouve qu'un corps dont le coefficient d'aimantation est A*|, plongé dans un milieu 
dont le coefficient d'aimantation est Ara, se comporte comme un corps de même 
forme, plongé dans un milieu magnétique, mais pour lequel on aurait 



k = 



A'i — kj 
i-k. 



D'après M. É. Mathieu, le corps sera magnétique si l'on a A'i]>A'2 et diama- 
gnétique au contraire si Ton a A*2> ^4 î on voit, en effet, que l'on a alors 

1 — k _ I — kl 

et, Ati étant forcément compris entre o et i, cette quantité a le signe de k^ — A"2* 
Tels sont les principes fondamentaux dfe la théorie de l'aimantation par influence 
développée par M. É. Mathieu; comme la théorie de Poisson, elle donne prise à la 
critique du géomètre dans la réduction du problème de l'aimantation aux équations 
différentielles et aux objections de l'expérimentateur en ce qu'elle laisse au coeffi- 
cient k une valeur constante; mais elle fait disparaître quelques-unes des erreurs 
qui déparaient la théorie de Poisson. 

9. En Angleterre, Green (IV) n'a donné que peu de développements à la 
théorie de l'aimantation par influence; il n'a guère fait qu'exposer la théorie de 
Poisson; SirW. Thomson (XIX et XLVII) s'est à plusieurs reprises occupé de 
cette question; quant à Maxwell (LX, p. 5i et suiv.), il s'est contenté de re- 
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produire la théorie de Sir W. Thomson en Tabrégeant. C'est donc surtout l'étude 
des travaux de Sir W. Thomson qui importe pour la connaissance des idées des 
physiciens anglais sur cette question. 

Sir W, Thomson repousse toute hypothèse sur les éléments magnétiques et sur 
les fluides magnétiques. Un aimant est alors défini simplement par la grandeur et 
la direction de Taimantation en chaque point. Pour parvenir aux équations de 
l'aimantation par influence, Sir W. Thomson admet comme hypothèse fondamen- 
tale la proposition suivante, laquelle ne se présente dans la théorie de Poisson 
que comme une conséquence des hypothèses faites sur les éléments magnétiques : 

En tout point (Ç, r,, Ç) d*un corps isotrope soumis à V aimantation, les corn- 
posantes tl.©, ni)©, Co de l'aimantation sont proportionnelles respectivement aux 
composantes X, Y, Z de l'action magnétique exercée au point (i, r,, JJ) par 
tous les aimants extérieurs à une sphère de rayon infiniment petit entourant 
le point (ç,r,, Ç). 

Cette proposition s'exprime par les égalités 

(i4) ..l»o = /?X, ili,o = /?Y, Co = /?Z, 

dans lesquelles p est une constante quelconque. 
Les égalités, faciles à obtenir, 

A = — n -f, \- - izn-iAoQi 

01 3 

t>Ti 3 



L-^h -h ji:A^o, 



donnent alors 



— > 



Ces équations remplacent les équations (lo) de la théorie de Poisson; mais il 
est aisé de voir qu'elles évitent les principales objections auxquelles cette théorie 
pouvait donner lien. 

Tout d'abord, rétablissement de ces équations (i5) n'est point sujet aux diffi- 
cultés analytiques que soulevait, dans la théorie de Poisson, l'établissement des 
équations (lo); en second lieu, ces équations (i5) demeurent exactes dans la 
théorie de Sir W. Thomson, même pour les points infiniment voisins de la surface 
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du corps aimanté, en sorte que la déduction des équations difTérentielles et de la 
condition relative à la surface du corps aimanté se font sans donner prise à aucune 
critique; enfin, grâce à la grande indétermination laissée à la constante /?, les 
propriétés du fer doux ou des corps diamagnétiques ne sont plus en contradiction 
avec la théorie. 

Une seule objection demeure: c'est celle qui provient de la variation que subit, 
d'après les résultats de l'expérience, la valeur du coefticient k ou, ce qui revient 
au même, de la quantité />, tandis que la constance àc p est admise par Sir W. 
Thomson comme un principe, qu'il nomme Superposition des inductions ma- 
gnétiques et qu'il énonce ainsi (XIX et LVIII, p. 889 et suiv.). 

« Différents aimants placés simultanément au voisinage d'un corps susceptible 
d'être aimanté par influence (ferromagnétique ou diamagnélique) y déterminent 
une distribution magnétique identique à celle que l'on obtiendrait en composant 
les distributions magnétiques déterminées par chacun des aimants, placé au même 
endroit, les autres aimants étant enlevés. » 

Au sujet de ce principe, Sir W. Thomson ajoute : 

« .... La seconde proposition, celle qui énonce l'indépendance mutuelle des 
inductions magnétiques superposées, revient à énoncer ce principe, que, lorsqu'on 
fait varier dans un certain rapport l'action exercée en un certain point d'un 
champ magnétique, l'aimantation de la substance qui se trouve en ce point varie 
dans le même rapport. Ce n'est évidemment point un principe entièrement gé- 
néral. Il n'est applicable ni à l'acier, ni aux substances qui forment les aimants 
naturels, ni, plus généralement, aux substances qui possèdent à un degré quel- 
conque le pouvoir de résister à l'aimantation et à la désaimantation, pouvoir 
nommé par Poisson force coerciti^^e, pouvoir en vertu duquel ces substances sont 
susceptibles de retenir l'aimantation d'une manière permanente. Il n'est pas non 
plus applicable au fer doux, comme le démontrent les expériences de Joule et les 
expériences plus récentes de Gartenhauser et Miiller, si ce n'est comme loi d'ai- 
mantation approchée, lorsque les forces qui produisent l'aimantation ne surpas- 
sent pas une certaine limite. Mais il est extrêmement probable que ce principe 
constitue une loi vraiment approximative, sinon rigoureuse, pour l'aimantation 
de toute substance homogène de faible capacité induclive et dénuée de force 
coercitive (ce qui paraît être le cas de toutes les substances ferromagnétiques ou 
diamagnétiques qui ne renferment point de fer ou de nickel, ou qui n'en renfer- 
ment qu'une petite quantité à l'état de combinaison chimique). Pour fonder une 
théorie complète de l'induction magnétique, il serait nécessaire de faire l'étude 
expérimentale des lois auxquelles est soumise, dans les diverses substances, l'ac- 
tion de la force coercitive et des variations que subit, avec la valeur actuelle de 
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l'aimantation, la capacité inductive du fer doux et peut-être des autres sub- 
stances. » 

Dans un cours sur la théorie du magnétisme professe en 1857 et publié depuis 
par son fils M. C. Neumann, M. F.-E. Neumann (LUI) s'exprime dans des 
termes analogues au sujet de la variation que, dans le fer doux, le coefficient p 
subit avec l'intensité de l'aimantation; mais, pas plus que Sir W. Thomson, 
M. F.-E. Neumann n'essaye d'ébaucher une théorie de l'aimantation qui tienne 
compte de cette variation. 

10. C'est à G. Kirchhoff (XXVUI) que l'on doit d'avoir marqué la voie à 
une semblable théorie. 

Dans une Note ajoutée à un Mémoire dont le but principal était d'intégrer pour 
un c}'lindre indéfini les équations de l'aimantation par influence données par 
Poisson, G. KirchholT a introduit l'hypothèse que les équations (i4) devaient 
être remplacées par les suivantes 

el,o= X/(v/X«-hY«-hZ"0, 

( eo=z/(v/xïT~vr:rz«), 

le symbole /* désignant une fonction qui dépend de la nature de la substance sou- 
mise à l'aimantation. 

De ces équations on déduit facilement la nouvelle équation 



qui, résolue par rapport à y^X^-i- \^-t- Z-, nous permet d'écrire 



/\iH-Y='H-z* = ^(v/a..3-r-iii.3 + 33). 



Si nous posons alors 



f\S^\)\ 



' =/i(;.), 



les égalités (16) deviendront 



X = 4->«/i(v/.i,;-+-nî,jH-cî), 
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Ces égalités nous donneront alors 
De ces équations on déduit 

= (.i,jH-ift,j-t-ej)r/j(/<ji.îH-'Ubî-+-eî)-|i:AJ\ 



Celte dernière équation, résolue par rapport à v^Xj-f- ^i>J-l- Cj, peut s'écrire 



/Tî — ;ïrî — ^ 5r^(^-^-^)i' r^^^'^-^^)!' r^(^-^^>i' 



Si l'on pose alors 

= F(0, 



/i[^i(0-|^>^J 



les équations (i6 bis) deviendront 






fl 



^ " îv/[^^^2-*>]v Piî!i*>] V r^îii!^]' 



®'= — 5ç — ^ivL <)ç J ^l— 5r~J ^L"~^^j — 1 

Telles sont les équations qui , d'après la théorie de G. Kirchhoff, doivent 
être substituées aux équations (i5), si l'on veut obtenir une théorie complète de 
Paimantation des substances dénuées de force coercitive. La réduction de ces 
équations (17) en équations différentielles se fait de la même manière que la ré- 
duction en équations différentielles des conditions d'équilibre données par la 
théorie de Poisson-, mais l'intégration de ces équations différentielles suppose la 
détermination expérimentale, pour chaque substance, de la forme de la fonc- 
tion F. A cet égard, Kirchhoff observe que, si, partant de la théorie de Poisson 
et de Sir W. Thomson, on cherche à déterminer la valeur de p par l'étude des 
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aclions qu'exerce à rextérieur un ellipsoïde placé dans un champ magnélique 
uniforme, on obtient pour 

h 

1 - > T.ph 

une valeur variable qui représente précisément 

\V L ^\ J "^ L à-r, J ^ [ J; J 

C'est là la seule conséquence que M. G. Kirchhoff ait déduite de la théorie 
nouvelle de Taimantalion dont il avait posé les premiers jalons. A. Béer (XL), 
en exposant la théorie de M. G. Kîrchhoff, n'est pas allé plus loin que lui. 



§ III. — Théorèmes généraux et cas particuliers d'équilibre. 

10. Nous avons examiné avec grand détail la voie suivie par les divers physi- 
ciens qui ont traité de l'aimantation par influence pour parvenir aux conditions 
de l'équilibre magnétique. 11 nous reste à indiquer brièvement les théorèmes gé- 
néraux qui ont élé déduits de ces conditions et les cas particuliers où l'on est 
parvenu à intégrer les équations diff^érentlelles auxquelles ces conditions peuvent 
se réduire. 

Jusqu'ici, aucune conséquence n'a élé déduite des équations générales données 
par M. G. Kirchhofl*, si ce n'est la remarque que nous avons indiquée au sujet 
d'un ellipsoïde placé dans un champ magnétique uniforme. Toutes les recherches 
que nous allons mentionner se rapportent donc exclusivement aux équations dé- 
duites de la théorie de Poisson et de Sir W. Thomson; elles supposent toutes la 
constance du coefficient d'aimantation. 

Tout le problème de Taimantation par influence se ramène à déterminer la 
forme que prend la fonction \$P lorsqu'un corps donné est placé dans un champ 
magnétique donné. M. F.-E. Neumann (LUI) a démontré que deux fonctions ^î^*' 
distinctes ne pouvaient satisfaire aux équations du problème, et que, par consé- 
quent, le problème de Taimantalion par influence ne pouvait, dans chaque cas, 
admettre plus d'une solution. Sir W. Thomson (XLVIl) a donné de ce théo- 
rème une démonstration un peu difl*érente de celle de F.-E. Neumann. En même 
temps, Sir W. Thomson a démontré que les équations de l'induction magné- 
tique déterminaient toujours une fonction \J^. Sa démonstration, imitée de celle 
qu'il avait imaginée pour le principe dit de Lejeune-Dirichlet, donne naturelle- 
ment prise aux critiques adressées par M. Weierstrass à cette dernière. La dé- 

ïl. — Fac. de T. [\ 
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monstration de Sir \V. Thomson s^applique également au problème de Tinduclion 
magnétique des cristaux. 

Sir W. Thomson a également donné, mais sans démonstration complète, quel- 
ques propositions générales sur la stabilité de Téquilibre d'une masse magnétique 
placé en présence d'aimants permanents (XVIII) et sur les phénomènes ther- 
miques qui accompagnent le déplacement d'une masse magnétique dans un champ 
magnétique (LVII, t. I, p. 712). Nous ne faisons qu'indiquer ici l'existence de ces 
propositions, que nous aurons à discuter en détail au cours d'un travail ultérieur. 

12. C'est surtout sur l'intégration des équations de l'équilibre magnétique que 
les géomètres ont porté leurs efforts; nous nous contenterons d'indiquer très rapi- 
dement ici les cas particuliers qu'ils sont parvenus à traiter. 

Dans son premier Mémoire sur la théorie du magnétisme (I), après avoir établi 
les équations de l'aimantation par influence, Poisson a intégré ces équations pour 
une masse comprise entre deux sphères concentriques, dans le cas où la force qui 
produit l'aimantation provient* de masses extérieures à la sphère qui enveloppe le 
corps soumis à l'aimantation. Dans la partie creuse que renferme la couche sphé- 
rique, dans l'intérieur de cette couche et à l'extérieur, la fonction ^ est exprimée 
soit par une série développée suivant les puissances croissantes >du rayon vecteur, 
soit par la somme d'une semblable série et d'une série ordonnée suivant les in- 
verses de la même quantité, soit par une série de cette dernière forme. Les coeffi- 
cients de ces séries sont des fonctions de deux angles que l'on peut déterminer 
lorsqu'on sait développer d'une manière analogue le potentiel des forces qui pro- 
duisent l'aimantation. 

Cette méthode générale a été appliquée en particulier par Poisson au cas où la 
force qui produit l'aimantation est une force constante en grandeur et en direc- 
tion comme la force magnétique terrestre. 

Dans un Mémoire ultérieur (II), Poisson a déterminé la distribution du magné- 
tisme sur un ellipsoïde à trois axes inégaux placé dans un champ magnétique 
constant; cette distribution possède l'importante propriété d'être uniforme ; il a 
de plus fait usage des principes établis dans son premier Mémoire pour discuter 
la méthode que Barlow avait imaginée en vue de compenser les déviations pro- 
duites sur le compas d'un navire par les masses de fer que le navire renferme. 
Béer (XXX), Pliicker (XXVII) et Lipschitz (XXVII) ont donné une solution 
simplifiée du môme problème. 

Récemment, M. Greenhill(LIV)a étendu la méthode donnée par Poisson, pour 
résoudre le problème de l'aimantation d'un ellipsoïde plein, au problème de l'ai- 
mantation de la couche comprise entre deux ellipsoïdes concentriques et homo- 
thétiques. 
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F.-E. Neumann (LUI) a repris la solution donnée par Poisson de Taimantation 
d'une sphère pleine ou creuse sous l'action d'aimants extérieurs quelconques. 
Après avoir rëgularisé*la solution générale, il a traité en particulier le cas où la 
sphère est soumise à l'action d'un barreau d'acier uniformément aimanté et dirigé 
suivant un de ces rayons, et le cas où la sphère est soumise à l'action d'un cou- 
rant circulaire ayant son centre sur l'un des rayons de la sphère et son plan per- 
pendiculaire à ce rayon. 

F.-E. Neumann a étendu (VIII) au cas d'un ellipsoïde de révolution la mé- 
thode donnée par Poisson et perfectionnée par lui pour résoudre le problème de 
l'aimantation d'une sphère soumise à l'action d'aimants extérieurs quelconques. 

Si l'on fait croître indéfiniment le grand axe de l'ellipse méridienne en laissant 
fixe le centre et le petit axe, l'ellipsoïde de révolution se transforme en un cylindre 
indéfini; mais, en général, les formules de F.-E. Neumann perdent toute signifi- 
cation lorsque l'excentricité de l'ellipse méridienne croît au delà de toute limite; 
l'aimantation d'un cylindre de révolution indéfini est donc un problème qui doit 
être traité directement. C'est ce qu'a fait G. Kirchhoff* (XXVIU) dans l'impor- 
tant Mémoire que nous avons déjà eu occasion de citer au n° 10 de la présente 
Introduction. 

Dans un autre Mémoire, G. Kirchhoff* (XLI) a résolu complètement et d'une 
manière très simple le problème de l'aimantation paV influence pour un an- 
neau de fer doux, limité par un tore obtenu en faisant tourner autour d'un axe 
une courbe fermée quelconque, dans le cas où cet anneau est entouré par une 
bobine formée de courants fermés, équidistants, placés sur les méridiens d'un 
autre anneau ayant même axe que le premier. Il en a déduit une méthode pour 
déterminer les coefficients d'induction, méthode pleine d'élégance et plusieurs 
fois employée par les expérimentateurs. 

Enfin F.-E. Neumann (LUI) a montré que les composantes de l'aimantation 
en chaque point d'un ellipsoïde à trois axes inégaux aimanté par des forces quel- 
conques peuvent toujours s'obtenir sous forme finie au moyen de formules où 
figurent des intégrales triples étendues au volume de l'ellipsoïde. Ces formules 
très simples sont les suivantes : 

Soitr la distance du point (t,jk, z) au point (Ç, r,, Ç); supposons que les axes 
de coordonnées coïncident avec les axes de l'ellipsoïde; posons 



m 

T l l l " dx dy dz = r ^b, 
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et nous aurons 



l)î>o = 



-P^—— fff'^cLrdj'd., 



oo — 



(«*¥) 



Tels sont les principaux cas où les équations de Taimanlation par influence 
données par Poisson aient été intégrées par les géomètres. Leur petit nombre ne 
doit point surprendre si Ton observe que le problème à résoudre est beaucoup 
plus difficile que le problème de la distribution électrique sur les corps conduc- 
teurs, problème si difficile à aborder cependant dans la plupart des cas. 

§ IV. — Induction magnétique des corps cristallisés. 

13. Poisson avait donné les équations sur lesquelles repose la théorie, encore 
admise aujourd'hui, de l'induction magnétique des corps cristaHisés vingt-trois ans 
avant qu'un expérimentateur songeât à découvrir le phénomène dont l'illustre 
géomètre avait d'avance indiqué les lois. 

Dans les corps isotropes, il est naturel de supposer que les éléments magné- 
tiques sont sphériques, ou du moins, s'ils ne sont pas sphériques, mais d'une 
forme moins régulière, qu'ils sont distribués indifleremment dans tous les sens. 
Il n'en est plus de même dans le cas des corps cristallisés. 

« Le rapport entre la somme des éléments magnétiques et le volume entier dans 
chaque corps aimanté, dit Poisson (I, p. 288), n'est pas la seule donnée rela- 
tive à ce corps, indépendamment de sa forme ou de ses dimensions d'où puisse 
dépendre l'intensité des actions magnétiques; la forme des éléments pourra ainsi 
influer sur cette intensité, et celte influence aura cela de particulier qu'elle ne 
sera pas la même en des sens diff^érents. Supposons, par exemple, que les deux 
axes magnétiques sont des ellipsoïdes dont les axes ont la même direction dans 
toute retendue d'un même corps et que ce corps est une sphère aimantée par 
influence dans laquelle la force coercitivc est nulle; les attractions ou répulsions 
qu'elle exercera au dehors seront différentes dans le sens des axes do ses éléments 
et dans tout autre sens; en sorte que, si l'on fait tourner cette sphère sur elle- 
même, son action sur un même point changera en général en grandeur et en di- 
rection ; mais, si les éléments magnétiques sont des sphères de diamètres égaux 
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OU inégaux, ou bien s'ils s'écarlenl de la forme sphérique, mais qu'ils soient dis- 
posés sans aucune régularilé dans l'intérieur d'un corps aimanté par influence, 
leurs formes n'influeront plus sur les résultats qui dépendront seulement de la 
somme de leurs volumes, comparée au volume entier de ce corps, et qui seront 
alors les mêmes en tout sens. Ce dernier cas est celui du fer forgé, et sans doute 
aussi des autres corps non cristallisés dans lesquels on a observé le magnétisme ; 
mais il serait curieux de chercher si le premier cas n'aurait pas lieu lorsque ces 
substances sont cristallisées; on pourrait s'en assurer par l'expérience, soit en 
approchant un cristal d'une aiguille aimantée librement suspendue, soit en faisant 
osciller de petites aiguilles taillées dans des cristaux en toute sorte de sens et 
soumises à l'action d'un très fort aimant. » 

Le problème de l'induction magnétique d'un corps cristallisé se traitera donc 
de la même manière que le problème de l'induction magnétique d'un corps 
amorphe. Mais, tandis que pour ce dernier on pouvait supposer que les éléments 
magnétiques ont la forme sphérique, pour le premier problème on devra laisser 
quelconques la forme et roricntation des éléments magnétiques, en supposant 
seulement que cette forme et cette orientation sont les mêmes pour tous les élé- 
ments. 

Ce problème nouveau a été traité par Poisson en même temps que le premier. 
Dans l'un comme dans l'autre, on a les équations (3) 

— /l -— -+- P = O, 

mais, au lieu d'avoir, comme dans le cas des corps isotropes, 

ir.h Q ^T.h , _ 4TJ1 ^ 

3t = ôTT «-^"0» P = ÔTT "*'0> Y — ÔTT ^o» 

il est très facile de voir, selon Poisson, que, dans le cas des corps cristallisés, on 
doit avoir des relations de la forme 

a=— ^(PaUo H-Ql)i»o -+-RO0), 

?=-^(P'Xo -f-Q'\)\>o-i-R'3o), 
P, Q, R, F, Q', R', F, Q", R^' étant neuf coefficients positifs dont la valeur, qui 
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est la même en tous les points d'un corps homogène, dépend seulement de la 
forme des éléments magnétiques. 

C'est seulement lorsqu'on introduit l'hypothèse que l'action d'une sphère ai- 
mantée ne doit point changer par une rotation autour de son centre que ces 
coefficients sont assujettis aux relations 

P'=o, P'=o, 
Q'= o, Q = o, 
R = o, R'= o, 

P = Q'=R'', 

conforme à ce qui a été trouvé en supposant aux éléments la forme sphérique. 

D'après cela, en suivant un raisonnement semblable à celui par lequel Poisson 
a établi les équations de Taimantation des corps isotropes, on est conduit, pour 
les corps anisotropes, aux conditions d'équilibre suivantes 

i=i(P',Vo -. Q-^-.+ R'2o) =- î^^i^), 



à^ 



(|iii peuvent encore s'écrire ainsi 



(i8) 



i-x- , r d(v-^^>) d(v-t-^) d(v)-hrs>)'] 

-^Ito, — 1^/> 5^ +g ^^ +r ^^ J 



A- 



-=-[/> Sf— ^-^ 5^— ■^-'^ 5î J 



Les coefficients positifs/?, q, r, /?', q', r'^p", (f ^ i-" ont avec P, Q, R, F, Q', R', 
P'', Q", R^ des relations faciles à trouver. 

Il suffira d'appliquer à ces équations des méthodes analogues à celles que 
Poisson a employées dans l'étude des corps isotropes pour obtenir la théorie, 
encore admise aujourd'hui, de l'induction magnétique des cristaux. Cette théorie 
offre les mômes difficultés et est soumise aux mêmes objections que la théorie de 
rinduction magnétique des corps isotropes. 

14. Poisson avait d'avance indiqué la voie par laquelle on parviendrait à dé- 
couvrir les phénomènes d'induction magnétique des cristaux et les principes qui 
serviraient à expliquer ces phénomènes. Les expérimentateurs tardèrent vingl-^ 
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trois années à reconnaître les phénomènes dont on leur avait signalé l'existence et, 
lorsqu'ils les eurent découverts, il leur fallut plus de deux ans pour les comprendre. 

En 1847, Plûcker(VII) ayant placé des cristaux diversement taillés entre les 
deux pôles d'un électro-aimant semblable à celui au moyen duquel Faraday avait 
découvert le diamagnétisme et la polarisation rolatoire magnétique, observa les po- 
sitions que prenaient ces cristaux et crut pouvoir en conclure à une action exercée 
par le magnétisme sur les axes optiques, action différente du magnétisme et du 
diamagnétisme. Voici la loi expérimentale par laquelle il résumait ses recherches : 

« Si l'on place un cristal uniaxc quelconque entre les deux pôles d'un aimant, 
l'axe est repoussé par chacun des deux pôles. Si le cristal est biaxe, chacun des 
deux axes optiques est repoussé avec la même force par chacun des deux pôles. 

» La force qui produit cette répulsion est indépendante de la propriété magné- 
tique ou diamagnétique de la masse du cristal; elle varie plus lentement avec la 
distance aux pôles de l'aimant que les forces magnétiques ou diamagnétiques 
provenant des mêmes pôles et agissant sur le cristal. » 

Après un travail de Faraday (X), dans lequel l'illustre physicien parvenait à des 
résultats en désaccord avec la loi énoncée par Pliicker, celui-ci publia deux Mé- 
moires (XI, XII) dans lesquels, sans renoncer à son interprétation des phéno- 
mènes observés tout d'abord par lui, il modifiait légèrement l'énoncé de la loi 
qu'il avait cru démontrer dans son premier Mémoire, en admettant que l'action 
d'un pôle d'aimant sur un axe optique était répulsive ou attractive, selon que le 
cristal était négatif ou positif. 

Ce n'est qu'après tous ces travaux, poursuivis dans une voie inexacte, que 
Pliicker (Xlll) d'une part, Knoblauch et Tyndall (XIV) d'autre part, arrivèrent 
à reconnaître la véritable cause des phénomènes observés et à attribuer ces phé- 
nomènes à une capacité d'aimantation des corps cristallisés variable suivant la 
direction. 

a Tous ces phénomènes, que j'ai observés, dit Pliicker, s'expliquent en suppo- 
sant qu'une polarité magnétique ou diamagnétique (selon que la substance est 
magnétique ou diamagnétique) peut se développer par induction dans les cris- 
taux et s'y développe plus ou moins aisément suivant les diverses directions, fait 
qui est lié aux variations de l'élasticité de l'éther. » 

Knoblauch et Tyndall concluaient ainsi leur Mémoire : 

a La loi de Pliicker, qui attribue aux axes optiques la manière particulière 
dont se comportent les cristaux entre les pôles d'un aimant, ne peut être conservée 
sous sa forme primitive. 

» Tous les phénomènes présentés par le spath d'Islande s'expliquent en suppo- 
sant que les échantillons magnétiques sont plus faiblement magnétiques dans la 
direction du clivage et que les échantillons diamagnétiques sont plus faiblement 
diamagnétiques dans la même direction. )> 
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Les travaux ultérieurs de Pliicker et Béer (XV, XX, XXV), de Rnoblauch et 
ïvndall (XVI, XXIII, XXIV), de Hankel (^XXI) et de Faraday (XXIX) ne ces- 
sèrent de confirmer ces conclusions. 

15. La théorie donnée par Poisson du magnétisme des cristaux avait été laissée 
dans Toubli par les auteurs de ces recherches expérimentales. SirW. Thomson 
(XIX) appela l'attention des physiciens sur cette théorie. Après avoir rappelé les 
idées de Poisson et transcrit les égalités (i8) auquel Tillustre géomètre était par- 
venu, il ajoute : 

(( Tout le reste de la théorie de Poisson se borne à la considération du cas des 
substances non cristallisées; dans ce cas, il est démontré que les coefficients/;, 
q\ r' sont égaux entre eux et que les autres sont égaux à zéro. Mais cela n'in- 
dique rien sur la possibilité d'établir des relations générales entre les neuf coeffi- 
cients, quelle que soit la nature de la substance. J'ai trouvé que les relations 
suivantes, par lesquelles ces neuf coefficients se réduisent à six, devaient être 
remplies quelle que soit la nature de la substance : 

(19» |y=''» 

( q=p'. 

)) La démonstration de ces relations est fondée non point sur une proposition 
incertaine ou sur une hypothèse spéciale, mais sur ce principe qu'une sphère 
d'une substance quelconque, placée dans un champ magnétique uniforme et ca- 
pable de tourner autour d'un axe fixe perpendiculaire aux lignes de force, ne peut 
devenir une source inépuisable d'effet mécanique. » 

Cette démonstration a été exposée plus tard par Sir W. Thomson (XLIII) et 
reproduite par J. Clerk Maxwell (LX, t. II, p. 69). 

Cette remarque de Sir W^. Thomson achevait de marquer les principes d'une 
théorie de l'induction magnétique des cristaux et d'en établir les équations dif- 
férentielles. Aussi Sir W^. Thomson put-il confondre dans une seule et même 
étude (XLVII) la théorie de l'aimantation par influence des substances amorphes 
ou cristallines et démontrer pour les unes comme pour les autres que le problème 
admettait une et une seule solution. Néanmoins Pliicker se contentait encore, 
en i8.j8 (XXVIII), d'une théorie approchée qu'il avait ébauchée quelques années 
auparavant (XXV), théorie dans laquelle il calculait, en partant des résultats ob- 
tenus par Poisson pour les corps isotropes, l'action d'un pôle sur l'élément ma- 
gnétique d'un cristal, élément qu'il assimilait à un ellipsoïde infiniment petit, et 
dans laquelle il négligeait la réaction de ces éléments les uns sur les autres. 

SirW. Thomson s'est contenté d'emprunter à Poisson les équations qui règlent 
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rainiantation par influence des cristaux, sans se préoccuper de rélablissemenl 
même de ces équations; c'est aussi en suivant la méthode de Poisson qu'Augusl 
Béer (XL) a mis en équation le problème de l'induction cristalline. Il a intégré les 
équations difl*érentielles de ce problème pour le cas d'une sphère cristalline placée 
dans un champ magnétique uniforme. Malheureusement, dans le développement 
de la théorie de l'induction cristalline, il a commis certaines inexactitudes ana- 
lytiques, comme Ta fait remarquer M. E. Mathieu. 

M. E. Mathieu (LXI, p. i65) est parvenu à des équations d'équilibre analogues 
à celles que l'on déduit de la théorie de Poisson, mais il y est parvenu par une 
voie particulière qu'il nous est impossible d'analyser brièvement ici. Remarquons 
seulement qu'elle est liée à une hypothèse sur la manière dont les actions magné- 
tiques s'exercent au sein d'une substance cristallisée et qu'elle conduit à une 
théorie qui, de l'aveu même de son auteur, ne peut subsister si les aimants agis- 
sants et le milieu qui sépare ces aimants du cristal influencé ne sont pas formés 
de la même substance que le cristal. 

Conclusion. 

L'examen historique de la théorie de l'aimantation par influence nous semble 
amener à la conclusion suivante : 

Poisson avait cherché à déduire les équations de l'équilibre magnétique d'hypo- 
thèses simples sur la nature des corps aimantés. Mais celte déduction a rencontré 
trois sortes d'objections : 

i" Les hypothèses sur lesquelles elle reposait, acceptées volontiers par les physi- 
ciens contemporains de Poisson, semblent peu compatibles avec les idées actuel- 
lement en faveur auprès des physiciens. 

•y* La rigueur des démonstrations mathématiques données par Poisson laisse 
beaucoup à désirer. 

3^ Certaines conséquences de la théorie, telles que la constance du coefficient 
d'aimantation, ne sont pas conformes à l'expérience. 

Ces objections, les théoriciens qui, après Poisson, se sont occupés de l'aiman- 
tation par influence ont cherché aies éliminer; mais ils n'y sont parvenus qu'en 
admettant d'emblée les équations de Téquilibre magnétique sans chercher à les 
relier à des hypothèses plus simples ou à une théorie plus générale. Il nous 
semble donc qu'il y a dans cette théorie un progrès à réaliser ; ce progrès consis- 
terait à déduire la théorie de l'aimantation par influence d'un petit nombre de 
faits d'expérience simples, des lois de Coulomb par exemple, au moyen de prin- 
cipes généraux d'équilibre, tels que ceux que fournit la Thermodynamique. 
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